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Mit den vorliegenden Untersuchungen bin ich mehrere Jahre hin- 
durch ziemlich anhaltend beschäftigt gewesen, wobei mir, hinsichtlich 
der neueren Literatur, nur die Aufsätze von Clebsch, Helmlwltz, Kirch- 
hoff und Boltzmann bekannt waren. Als ich dann später, im Januar 
dieses Jahres 1883, den Report von W. M. Hicks*), in Folge einer 
gütigen Zusendung des Herrn Verfassers, kennen lernte, war mein 
Werk nach langer anstrengender Arbeit im Manuscript bereits der 
Hauptsache nach vollendet, ein grosser Theil davon auch schon ge- 
druckt; sodass ich das Werk einer nochmaligen Umarbeitung, mit Be- 
rücksichtigung der in jenem Report erwähnten Arbeiten von Stokes, 
Thomson, Tait und Hicks, zu unterwerfen ausser Stande war. Da- 
gegen will ich hier in der Einleitung nicht unterlassen, jenen durch 
Uebersichtlichkeit und Reichhaltigkeit ausgezeichneten Report in ge- 
bührender Weise zu benutzen, und die daselbst erwähnte Literatur, 
soweit sie auf die von mir behandelten Themata Bezug hat, zu be- 
sprechen. 

Das vorliegende Werk besteht im Ganzen aus fünf Abschnitten 
und einem Anhange, von deren Inhalt ich hier vorläufig eyi ungefähres 
Bild zu geben beabsichtige. 

Erster Abschnitt (p. 1—92). 

Unter einer idealen oder perfecten incompressiblen Flüssigkeit pflegt 
man eine solche zu verstehen, bei welcher die (innere und äussere) 
Reibung Null ist. Denken wir uns nun eine derartige Flüssigkeit von 
irgend welchen Wänden eingeschlossen, die ihrerseits in beliebigen 
Bewegungen begriffen sind, und nehmen wir an, dass auf diese Flüssig- 
keit, ausser dem Druck der Wände, noch irgend welche anderweitigen 
Kräfte einwirken, deren Potential V = V(x, y, 0) gegeben ist, so gelten 
für die Bewegung der Flüssigkeit folgende Differentialgleichungen: 



*) Report on recent progress in hydrodynämics , by W. M. Hicks; erschienen 

in den Brit. Ässoc. Reports, 1881, 1882. 
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(vgl. p. 13). 



Jene die Flüssigkeit begrenzenden, in Bewegung begriffenen Wände 
sollen von beliebiger Beschaffenheit sein; sie werden im Allgemeinen 
also dargestellt sein durch irgend welche Anzahl geschlossener Flächen 
^o» *u tf*; tf»; • • -i von denen die eine die Flüssigkeit von Aussen her 
begrenzt, während die andern innere Begrenzungsflächen repräsentiren. 
Diese Flächen mögen, ihrer Lage und Gestalt nach, von Augenblick 
zu Augenblick sich ändern, also den Charakter elastischer Menibrancn 
besitzen, übrigens aber der Art sich bewegen, dass sie die gegebene 
incompressible Flüssigkeit fortdauernd vollständig umscMiessen; sodass 
also der von ihnen begrenzte Raum 9t seinem Volumen nach con- 
stant bleibt 

Um diese bekannte oder unbekannte Bewegung der Wände der 
analytischen Behandlung zugänglich zu machen, denken wir uns die 
augenblickliclw Position der Wände (ihre Lage und Gestalt) abhängig 
von irgend welchen Parametern*) a, ß, , . ., die ihrerseits bekannte oder 
unbekannte Functionen der Zeit sind. Ueberdiess setzen wir beständig 
voraus, dass der Anfangszustand der Flüssigkeit wirbelfrei sei, d. i. ein 
Geschwindigkeitspotential besitze. Diese Eigenschaft wird alsdann per- 
manent vorhanden sein, der Art, dass auch im weiteren Verlauf der 
Bewegung fortdauernd ein solches Potential existirt [p. 15J. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung der Flüssigkeit, 
namentlich ihr Geschurindigkeitspotential und ihre lebendige Kraft T 
zu berechnen, oder wenigstens die allgemeinen Regeln darzulegen, nach 
denen eine solche Berechnung in jedem speciellen Fall zu effectuiren 
ist. Und gleichzeitig stellen wir uns die Aufgabe, die Druckkräfte, 
mit denen die Flüssigkeit, während der betrachteten Bewegung, auf 
die umschliessenden Wände einwirkt, näher zu untersuchen. Nament- 
lich wollen wir dabei die Arbeit dieser Druckkräfte zu berechnen 
suchen, sowohl ihre wirklidie, wie auch ihre virtuelle Arbeit. 

Bestimmung des ßeschwindigkeitspotentials und der lebendigen Kraft 
der Flüssigkeit. — Auf Grund der schon genannten Vorstellungen und 
Voraussetzungen ergeben sich zuvörderst folgende Sätze: Ist der von 

*) Vgl. die den Begriff der Parameter <*, ß, . . . erläuternden Beispiele auf 
p. 9 dieses Werkes. 



luli al tu übersieht. V 

der Flüssigkeit erfüllte Kaum 9t einfach zusammenhängend, und die 
Bewegung der Wände gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der 
Flüssigkeit (auch ohne weitere Kenntniss ihres Anfangszustandes) be- 
reits völlig bestimmt sein [vgl. p. 27]. Ist hingegen jener Raum SR ein 
mehrfach zusammenhängender, und die Bewegung der Wände wiederum 
gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit erst dann 
vollständig bestimmt sein, wenn ausserdem noch gewisse den Anfangs- 
zustand der Flüssigkeit charakterisirende Constanten x, x, x", . . . ge- 
geben sind [p. 31]. Diese x y x, x" } . . . repräsentiren, beiläufig be- 
merkt, die Werthdifferenzen , mit denen das Geschwindigkeitspotential 
der Flüssigkeit in den sogenannten Querschnitten des Raumes SR be- 
haftet ist. 

Offenbar kann man den zuletzt genannten Satz unter Anwendung 
der Geschwindigkeitscomponenten: 

auch so aussprechen: 

Ist SR mehrfach zmammetiMngend, und betrachtet man die 
(vorhin genannten) Parameter a f ß, . . . als gegebene Functionen 
der Zeit, ferner die den Anfangszustand der Flüssigheit diarakte- 
(3.) \risirenden Constanten x, x', x", ... als gegebene Constanten, so 
werden hierdurch die Geschwindigkeitscomponenten u, v, w der Flüssig- 
keit für die ganze Dauer der Bewegung vollständig bestimmt 
sein [p. 31]. 

Gleichzeitig ergeben sich für das Gcschtvindigkeits- Potential <P und 
für die lebendige Kraft % der Flüssigkeit folgende Ausdrücke: 

(4.) * - *o + [*i «ß + ♦. $£ + -], (P-39), 

(5.) r=e +[e n (g)'+ 2e lf |jg + •••], (p.45), 

wo ^o* ®\> ®27 • • • v° n x > V> *> «i fi> • • •; hingegen O , U , 12 , . . . 
nur von a, ß, . . . abhängen*). Die Zeit kommt in diesen Functionen 
nur insofern vor, als sie Argument der «, ß 7 . . . ist. Ueberdiess sind 
<t> und O mit den Constanten x, x\ x", . . . behaftet, hingegen <t>,, 
2 , . . . und n , 12 , . . . von denselben unabhängig. 



*) Bei diesen Angaben sind die in <t> , <t>, , <t> y , ... enthaltenen additiven 
Glieder, welche lediglich von der Zeit abhängen, und für unßere Theorie völlig 
indifferent sind, als fortgelassen zu betrachten. Vgl. p. 40. 
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Audi findet man im vorliegenden Werk die allgemeinen Bedingungen 
angegeben , mittelst deren die Functionen <t> , <t> x , <t> 2 , ... sicJi bestimmen 
[vgl. (B .), (B r ), (B 2 .) etc. p. 39], desgleiclien die einfaclien Formeln, 
mittelst deren sich die Werthe von O , H , 12 , . . . aus denen der Func- 
tionen <t> , <t> 1; 2 , ... ableiten lassen [vgl. (4.) p. 45]. Es würde zu 
weit führen, diese Bedingungen und Formeln hier von Neuem zu 
wiederholen. Hingegen mag noch auf gewisse an V und <t> sich an- 
scldiessende Grössen W, A, B, ... aufmerksam gemacht werden, welche 
durch folgende Formeln definirt sind*): 

(6.) W - q fff u Vdxdydz, (p. 13), 

(7) r ~ * ffL w dxdyde ' (p - 59) ' 

l etc. etc. etc., 

die Integrationen ausgedehnt gedacht über alle Volumelein ente dxdydz 
des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes 9t. Das in (6.) eingeführte 
W wird offenbar zu bezeichnen sein als das von den äusseren Kräften 
(deren Potential V ist) auf die Flüssigkeit ausgeübte Gcsammtpotential. 
Aus den über die Functionen O , <t>j, <t> 2 , . . . und O , Q 1V 12 , . . . 
bei (4.), (5.) gemachten Angaben, so wie aus der Bildungs weise der 
Functionen W (6.) und A f B, . . . (7.) ergeben sich sofort folgende 
Bemerkungen: 

V hängt ab von x 7 y, z, 

W hängt ab von den Parametern a, ß, ... 

!<t> hängt ab von x, y, 0, a 7 ß, . . . x, x', x", . . . 
Oi, Og, . . • hängen ab von x, y, 0, *cc, ß } . . . 

O und A, B } . . . hängen ab von a 9 ß } . . . x, x', x", . . . 
H , 12 , . . . hängen ab von «, ß, . . . 

T hängt ab von -tt, -=£, . . . a, ß, . . . x } x', x", . . . 

Dabei ist hinzuzufügen, dass <t> und O , also nach (7.) auch A } 
JB, . . . identiscli verschmnden für den speciellen Fall eines einfach zu- 
sammenhängenden Raumes 9t [p. 64]. 

Die durch den Druck der Flüssigkeit auf die umgebenden Wände 
ausgeübte Arbeit. — Bezeichnet man die von der Flüssigkeit auf die 
Wände ausgeübten Druckkräfte mit p, und versteht man unter 
(8.) ÖL — L x da + L 2 dß + . . . 

*) Dabei bezeichnet q [ebenso wie in (l.)J die constante Dichtigkeit der in- 
compressiblen Flüssigkeit. 
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diejenige virtuelle Arbeit, welche diese Kräfte p leisten würden, falls 
man die Wände aus der Position (a, ß, . . .) in die Position (a -j- da, 
ß-\-dß, . . .) übergehen lassen wollte, -so handelt es sich darum, die 
Werthe von L lf L 2) ... zu berechnen, oder wenigstens die allgemeinen 
Regeln zu entwickeln, nach denen diese L v Zg, ... in jedem speciellen 
Fall berechnet werden können. 

Nimmt man in der Formel (8.) für 8a, 8ß, . . . diejenigen Zu- 
wüchse da, dß, . . ., welche die Parameter a, ß, . . . während des Zeit- 
elementes dt in Wirklichkeit erfahren, so erhält man an Stelle der vir- 
tuellen Arbeit jener Kräfte ihre wirkliclie Arbeit: 

(9.) dL = L L da + L 2 dß + . . . 

Diese letztere bestimmt sich leicht. Multiplicirt man nämlich die drei 

Differentialgleichungen (1.) respective mit -77, -=|, -tt, und addirt, und 

summirt man schliesslich die so erhaltene Formel über sämmtliche 
Flüssigkeitstheilchen m, so erhält man nach einfachen Beductionen für 
die Arbeit dL den Werth: 

(10.) dL= - d(T + W), [vgl. p. 37], 

wo T und W die schon genannten Bedeutungen (5.), (6.) haben, und 
d(T + W) den Zuwachs von (T -j- W) während des Zeitelementes dt 
vorstellt. 

Was andererseits die Berechnung der virtuellen Arbeit dL (8.), 
d. i. die Berechnung von L lf L 2 , . . . betrifft, so ist folgender Satz [der 
eine Erweiterung des Satzes (3.) repräsentirt] voranzuschicken: 

Ist der Raum 5R mehrfach zusammenfiängend, und betrachtet 
man die Parameter a, ß, ... als gegebene Functionen der Zeit, 
ferner die den Anfatvgszustand der Flüssigkeit charakterisirenden 
(11.) { Constanten x, x, x \ ...als gegebene Constanten, so werden hiedurch 
die Geschunndigkeitscomponenten u, v, w der Flüssigkeit, und ebenso 
auch die Werthe der L l9 L % , . . . für die ganze Dauer der Be- 
wegung vollständig bestimmt sein [vgl. p. 31, 32]. 

Zur wirklichen Berechnung der L l9 L 2 , ... dient folgendes Ver- 
fahren: Neben der wirklichen Bewegung des Systems, welche auf Grund 
der gegebenen Functionen a = a(t), ß = ß{t), ... und der gegebenen 
Constanten x, %, %' , . . . völlig bestimmt ist, betrachten wir gleich- 
zeitig eine gewisse fingirte Bewegung des Systems, welche von genau 
demselben Anfangszustande ausgeht, also mit denselben Constanten 
x, x, x", . . . behaftet sein soll, wie die wirkliche Bewegung. Ueber- 
haupt soll diese fingirte Bewegung von der wirklichen sich nur dadurch 
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unterscheiden, dass bei ihr an Stelle der gegebenen Functionen a, ß, . . . 
etwas andere Functionen a + da, ß + dß, . . . gedacht werden. Auch 
sollen die Unterschiede da, dß-, . . . der Art sein, dass sie sowohl zur 
Zeit t des Anfangszustandes, wie auch in irgend einem (willkührlich 
zu wählenden) späteren Zeitaugenblick t x verschwinden. 

Der Bezeichnungsweise da, dß, . . . entsprechend mögen die Co- 
ordinaten irgend eines Flüssigkeitstheilchens m zur Zeit t, bei der 
wirklichen Bewegung mit x, y, z, bei der fingirten mit x + dx } y + dy, 
z -j- dz benannt werden. Multiplicirt man nun die Gleichungen (1.) 
respective mit öx, dy, dz, und addirt, so erhält man: 

-©r«-+S«»+S«»)— Öj««*"-)-?^*"-) 

oder falls man über den Raum 91, d. i. über alle Theilchen m der ge- 
gebenen Flüssigkeit summirt: 

2** (£$'* + ••)=— J&» (!£**+•••) — -Si J ßl «* + -)• 

(p. 47). Diese letzte Formel kann man mittelst leicht sich ergebender 
Transformationen in folgende Gestalt versetzen: 

(12.) fj = ä(T -W)- ÖL, (p. 52), 

wo dL die zu berechnende virtuelle Arbeit (8.) vorstellt, während T und 
W die in (5.), (6.) genannten Bedeutungen haben, und Q zur augen- 
blicklichen Abkürzung gesetzt ist für den Ausdruck: 

ß = J> (g ** + 2f *y + n *°)> (p- 52 >- 

Differenzirt man dieses Q nach der Zeit, so ergiebt sich nach mannig- 
faltigen Umgestaltungen: 



dt 



= *(2e + ^^ + B^ + -.-) + d( ^t— ' (p- 6 °)> 



wo O , A, JB, . . . die in (5.), (7.) genannten Bedeutungen haben, 
während M und M zwei Ausdrücke vorstellen, die im Augenblick t , 
und ebenso im Augenblick t x verschwindet*. Substituirt man also diesen 

Werth von -rr in der Formel (12.), und integrirt man sodann diese 

Formel nach der Zeit von t bis t u so ergiebt sich: 

(13.) f[d(2e, + A%+BM + >.)-d(r-W) + iL\dt-0, 
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oder kürzer geschrieben: 

(14.) f(ÖL — Öf)dt = 0, (p. 60), 

wo alsdann f die Bedeutung hat: 

(15.) f-T-W-*%-(jL*! + B d l + .-); 

so dass also [vgl. (7. a)J dieses 

(15. a) f abhängig ist von -,", -~, ... a, ß, ... x, x, x", ... 

Substituirt man für SL den Ausdruck (8.), so entspringen aus der 
Formel (14.) nach bekannter Methode folgende Gleichungen: 



(16.) 



j df d df f da 

±Jl ~d^~dtda 1 ' W0 - a —Tt> 

** dß dt dp> wo p — dV 



etc. etc. etc. [p. 61J. 

Und substituirt man schliesslich für f seine eigentliche Bedeutung (15.), 
so nehmen die Formeln (16.) die Gestalt an: 

\j _d(T-W-2O ) ddT V id A _$ B\ # t ß A _3C\ ,, 1 
(16.a)| l ~ d* ~dtda + l\dß dal P + \dy da/V"*"'}' 

L 2 = etc. etc. etc. [p. 63]. 

Hiermit ist unsere Aufgabe gelöst. Will man nämlich L l} 
L 2 , ... wirklich berechnen, so hat man zuvörderst die Functionen <t>, T, 
O , A, B, . . . und W nach den in (4.), (5.), (6.), (7.) angedeuteten Regeln 
und Formeln zu bestimmen. Solches ausgeführt, ergeben sich alsdann die 
Werihe der L ly L 2 , ... mittelst der Formeln (16. a). 

Man kann füglich die Gleichung (10.) als die des Princips der 
lebendigen Kraft, und ebenso die Formel (14.) als die des Hamilton- 
sehen Princips bezeichnen. 

Die Formeln (13.), (14.), (15.), (16.), (16. a) habe ich im vorliegen- 
den Werk nachträglich noch einer gewissen Verifieation [p. 65 — 75] 
unterworfen. Im Grunde genommen liefert diese Verifieation eine neue 
Methode zur Ableitung der Formeln, und (beiläufig bemerkt) eine 
Methode, die ich früher gefunden hatte, als die soeben hier angedeutete, 
an das Hamilton'sche Princip sich anlehnende Methode. Vgl. p. 12. 

Die Bewegung starrer Körper in der Flüssigkeit. — Den Schluss 
des ersten Abschnitts (p. 76 — 92) bilden einige sehr einfaclie Unter- 
suchungen von ganz speciellem Charakter, auf welche ich hier nicht 
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weiter eingehen will. Statt dessen benutze ich die Gelegenheit zur 
Hinzufügung einer gewissen allgemeinen Betracldung. 

Die Flüssigkeit sei begrenzt von (n + 1) starren Körpern S , Ä 
$2, . . . $*»• Der Körper S habe nämlich eine schaalenförmige Gestalt; 
und innerhalb dieser Schaale befinde sich die Flüssigkeit; während 
gleichzeitig innerhalb der Flüssigkeit die übrigen Körper Ä u $% . . . &* 
wie einzelne Inseln enthalten sind. All* diese (n -j- 1) starren Körper 
seien in beliebiger Bewegung begriffen, sodass also die Flüssigkeit von 
(m + 1) starren Flächen 6 , ö lf tf 2 , ... a n begrenzt ist, deren absolute 
und relative Lage von Augenblick zu Augenblick sich ändert. Ebenso 
wie früher mögen die Parameter, von denen die augenblickliche Posi- 
tion dieser (n + 1) Flächen abhängt, mit a, ß, . . . bezeichnet sein; 
sodass also die Anzahl dieser Parameter =6(n+l) oder <6(w + 1) 
sein wird, je nachdem die Beweglichkeit der Körper eine freie, oder 
aber eine durch gegebene Bedingungen beschränkte ist. 

Hält man, hinsichtlich der Flüssigkeit, an den früher gemachten 
Voraussetzungen und Bezeichnungen fest, so erhält man nach wie vor 
die Formel (14.): 

(17.) J(df—dL)dt = 0, 

wo f die in (15.) eingeführte Abbreviatur ist, während 8L plie virtuelle 
Arbeit der von der Flüssigkeit auf die Körper ausgeübten Druckkräfte 
vorstellt. 

Wir können nun aber andererseits das Hamilton'sche Princip, in 
seiner bekannten getvöhtüidien Form, unmittelbar auf die gegebenen 
(n+ 1) starren Körper anwenden, und erhalten alsdann folgende zweite 
Formel: 

(18.) f{d% + 8& + ÖL) dt = 0. 

Hier repräsentirt 8L [ebenso wie in (17.)] die virtuelle Arbeit der von 
der Flüssigkeit auf die Körper ausgeübten Druckkräfte, ferner <?© die 
virtuelle Arbeit aller sonstigen auf die Körper einwirkenden Kräfte, end- 
lich % die lebendige Kraft der Körper. Durch Addition von (17.) und 
(18.) folgt: 

(19.) /W+ d % + ö<S)dt = 0. 

Aus dieser Formel aber entspringen, falis man 
(20.) <J© = & t da + ® t Öß H 
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setzt, nach bekannter Methode folgende Differentialgleichungen: 

d(f+ X) d d(f+ Z) , ~ _ , _ da 

etc. etc. etc. 

d. i. ebenso viele Differentialgleichungen, als Parameter # a, ß, . . . vor- 
handen sind. Sind nun jene auf die Körper einwirkenden Kräfte (deren 
Arbeit mit <J© bezeichnet wurde) gegeben, mithin die Grössen ® lf © 2 , .. . 
ebenfalls gegeben, so bestimmen sich mittelst dieser Differentialgleichungen 
die Parameter a, ß } . . . als Functionen der Zeit. Mit andern Worten: 
Die Formeln (21.) repräsentiren diejenigen Differmiicdgleichwigcn, voti 
denen die Bewegung der betrachteten Körper befierrscht wird. Will man 
eine deutliche Vorstellung von der Beschaffenheit dieser Gleichungen 
haben, so braucht man sich nur zu erinnern an die Bedeutung des 
Ausdruckes f. Vgl. (15.) und (15. a.). 

Uebrigens kann man, um die Bewegung der Körper zu bestimmen, 
ausser dei\ Differentialgleichungen (21.) auch noch das Princip der 
lebendigen Kraß anwenden. Dieses nämlich liefert nach (10.) bei seiner 
Anwendung auf die Flüssigkeit die Formel: 

(22.) d{T + W) = - dL, 

und andererseits bei seiner Anwendung auf die Körper die Formel: 
(23.) d% = d<5 + dL; 

woraus durch Addition folgt: 

(24.) d{% + T + W) = d<& , d. i. = & t da + © t rf/T H , 

— eine Gleichung, die sich leicht erweisen lässt als eine unmittelbare 
Gonsequenz der Differentialgleichungen (21.) 

Specielle Fälle. — Ist der von der Flüssigkeit eingenommene Raum 
5R einfach zusammenhängend, so werden OI A, B, . . . sämmtlich 
= [vgl. p. 64]; so dass also der Ausdruck f (15.) in diesem Fall 
übergeht in {T — W); wodurch die Formeln (19.), (24.) die einfachere 
Gestalt erhalten: 

(25.) jW- W) + ** + *®W = 0, 

d{% + T + W) = tf ©. 

Setzt man überdiess voraus, dass von Aussen her keinerlei Kräfte ein- 
wirken weder auf die Flüssigkeit noch auf die Körper, dass mithin 
V, W, <?©, e/© Null sind, so gehen die Formeln (25.) über in: 
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(26.) Mi + r)]*-o, 

d{% + T) = 0, d. i. % + r= Const 

Die Untersuchungen von Thomson und Tait. — Nachdem Hicks 
in seinem schon genannten Report die Arbeiten von DirieMet, Clebscti 
und Heimholt^ erwähnt hat, sagt er daselbst (1881, p. 4): 

The next great advance in theory was due to ilie publicatioti in 
1867 of Thomson and Tait's „Natural Philosophy". Piere, for the 
first time Lagrange' s equations of motion were applied, though without 
any direct proof tliat the equations were applicable to cases in ivhiclb there 
is an infinite degree of freedom and intvhich a portion of Die gencraliscd 
coordinates to not appear. Objections were raised by sevcral mathemaUcians 
to this application, amongst whom may be mentioned Purser [Phil. 
Mag. (5.), Vol. 6, p. 354] and Boltzmann [Crelle's Journal, Bd. 73]. 
Dabei sei mir erlaubt zu bemerken, dass der Boltzmann'sche Einwand 
diesen Worten des Hicks'schen Report nicht vollständig entspricht. 
Vielmehr zeigt Boltzmann [1. c. p. 128], dass jene von Thomson und 
Tait gemachte Anwendung der Lagrange-Hamilton- Jacobi'schen Formeln 
völlig correct sei für den Fall, dass der von der Flüssigkeit erfüllte 
Raum einfach zusammenhängt, dass jene Anwendung hingegen zweifel- 
hafter Natur sei für den Fall eines mehrfach zusammenhängenden Raumes. 

Sodann heisst es weiter in dem Hicks'schen Report*): In tlte sccotul 
edüion (of the „Natural Phüosophy"), pMished in 1879, this question 
was considered under a general tlieory of „Ignoration of coordinates il . 
Starting with the expression for tlie energy containing all tJic gencraliscd 
velocities, the generalised equations for the coordinates ignored are mitten 
down and integrated once on the supposition that Üic force-components 
corresponding to tlic ignored coordinates do not oecur. Tliese give a number 
of equations, containing tiie velocities, equal in number to tlie ignored 
coordinates, and of the form: 

(linear funetion of the velocities) = Const. 

By means of these, tlierefore, the ignored coordinates can be eliminated 
frotn Üw expression for Üie energy. This is done, and Lagranges equations 
for the non-ignored coordinates are transformed to apply to tlte energy as 



*) Ich glaube mich hier auf die letzte der betreffenden Thomson'schen Publi- 
cationen, von 1879, auf welche in dem Hicks'schen Report (1881, p. 4) vorzugsteeise 
Gewicht gelegt wird, beschranken zu dürfen. Die ausserdem noch in jenem Report 
(1881, p. 16, 17) erwähnten, diesen Gegenstand betreffenden Thomson'schen Aufsätze 
datiren aus früfieren Jahren: 1860, 64, 71, 72. 
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expressed in ihe new form. NaturaUy this is more complicated than the 
ordinär y Lagrangian form. But when we have to do tvith fluid motion } 
where the motion commenees from rest } or can be brought to rest uriihout 
application of force-components' corresponding to the ignored coordinates, 
tlie constants introduced in the first Integration are (ül zero. Wlien 
this is the case the transformed Lagrangian equations reduce to the 
ordinär y form. 

Ich habe diese Stelle des Hicksf&chen Report hier wortlich mit- 
getbeilt, hauptsächlich deswegen, weil es mir zu meinem Bedauern 
nicht gelungen ist, von der betreffenden Tlwmson- Tauschen Theorie 
ein deutliches Bild zu gewinnen. Es mag mir gestattet sein, meine 
Bedenken gegen diese Theorie hier in Kürze mitzutheilen. 

Thomson und Tait {Natural Philosophy 1879, p. 320—324) denken 
sich die lebendige Kraft (X + T) des ganzen Systems ausgedrückt 
durch a, /J, . . . und durch gewisse ignored coordinates % } % u . . ., so- 
wie durch die Ableitungen von a, ß, . . . % } % l} . . . nach der Zeit*); 
der Art, dass die Lagrange' sehen Differentialgleichungen die Gestalt 
annehmen: 

dt da da — ^, WO a — di , 

etc. etc. 

d _ dJt + T> _ d(% + T) _ «>*1 

dt 3z d X ' X dt> 

etc. etc. 

Hinsichtlich jener ignored coordinates % 7 % tl . . . wird von Thomson und 
Tait zweierlei verlangt (1. c. p. 320), nämlich: 

dass die lebendige Kraft (X -f~ T) nur die Ableitungen der 
I l %> Xif • • • nacn der Zeit, nicht aber diese selber enthält, 

dass mithin z. B. — ?p — - = sei. 

, y j dass die den ignored coordinates % 7 % l} . . . entsprectienden 
I force-components X, X n . . . gleich Null seien. 

Wie soll man aber diesen beiden Anforderungen gleichzeitig ent- 
sprechen, selbst wenn man mit Thomson und Tait voraussetzt, dass 
keine äusseren Kräfte einwirken? — Nimmt man für %, % lf . . . geradezu 

*) Der Continuität willen halte ich hier an nieinen Bezeichnungen fest, indem 
ich bemerke, dass die lebendige Kraft (% + T) y ferner die Parameter a, ß, . . . 
endlich die Grössen % , Z\ i • • • von Thomson and Tait respective mit T, ferner 
mit 9, 9, . . ., endlich mit g, *',... bezeichnet Bind. 
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die rechtwinkligen Coordinaten der einzelnen Flüssigkeitsmolecüle, so 
ist die Anforderung I. allerdings erfüllt. Es würden dann aber die 
einzelnen Flüssigkeitsmolecüle als völlig frei beweglich betrachtet werden; 
so dass man also die Incompressibilitat als die Wirkung irgend welcher 
innerer Kräfte anzusehen hätte. Und diese letzteren müssten alsdann 
also mit in Rechnung gebracht werden , wodurch sich für X, X t , . . . 
gewisse Werike ergeben würden; — was der Anforderung IL wider- 
spricht. 

Nun kann man allerdings die Incompressibilitat auch in anderer 
Weise auffassen, sie nämlich ansehen als das Resultat gewisser zwischen 
den Coordinaten der Flüssigkeitsmolecüle stattfindenden Bedingungs- 
gleichungen, Alsdann hätte man in den Lagrangd 'sehen Gleichungen 
für % y % t , . . . diejenigen independenten Variablen zu nehmen , durch 
welche diese Bedingungsgleichungen identisch erfüllt werden. Und bei 
dieser Sachlage würden alsdann die X, X l7 . . . in der That = sein, 
mithin würde der Anforderung II. entsprochen werden. Andererseits 
aber würde alsdann die lebendige Kraft (% + T) nicht nur mit den 
Ableitungen der %, % l9 . . . nach der Zeit, sondern auch mit diesen selber 
behaftet sein; was der Anforderung I. widerspricht. 

Der zweite Abschnitt (p. 93 — 142) 

handelt von der Bewegung einer Kugel im Innern einer Flüssig- 
keit, welche auf einer Seite von einer festen Ebene begrenzt ist, nach 
allen übrigen Seiten aber ins Unendliche sich ausdehnt. Dabei ist die 
Flüssigkeit im Unendlichen von einer festen Fläche begrenzt zu denken; 
so dass also ihre vollständige Begrenzung am einfachsten etwa be- 
stehend gedacht werden kann einerseits aus der festen Ebene selber, 
und andererseits aus einer um irgend welchen Punct o dieser Ebene 
mit unendlich grossem Radius beschriebenen Halbkugelfläche. 

Die feste Ebene wird zur ys- Ebene, und ihre in o errichtete, in 
die Flüssigkeit hineinlaufende Normale zur x-Axe gewählt. Auch wird 
der Einfachheit willen vorausgesetzt, dass die Kugel nur sich selber 
parallel längs eines festen Geleises beweglich ist, der Art, dass ihr 
Centrum c beständig auf der x-Axe bleibt. (Vgl. die Note p. 77.) 

Wir stellen uns nun zuvörderst die Aufgabe, die Bewegung der 
Flüssigkeit für den Fall zu berechnen, dass die Bewegung der Kugel 
eine vorgeschriebene, mithin die #-Coordinate ihres Centrums c eine 
gegebene Function der Zeit ist. Dabei mag angenommen werden, dass 
auf die Flüssigkeit selber von Aussen her irgend welche Kräfte ein- 
wirken, deren Potential V eine gegebene Function der Coordinaten ist 
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Die unter diesen Umstanden für das Geschwindigkeitspotential <t> 
sich ergebenden Bedingungen sind von der Function F= V(x,y y z) 
völlig unabhängig [p. 116]. Und demgemäss ergiebt sich, dass dieses 
<t>, und ebenso auch die Bewegung der Flüssigkeit symmetriscli ist zur 
x-Axe. Hieraus folgt sofort, dass die Resultante der von der Flüssig- 
keit auf die Kugel ausgeübten Druckkräfte in die Linie der x-Axe 
fallt. Die weitere Rechnung zeigt sodann, dass die lebendige Kraft T 
der Flüssigkeit und jene soeben genannte Besultante X p Werthe von 
folgender Form besitzen: 

(1.) T = ^R»F(f t y, [(49.) p. 136], 

(2.) Xi> = -X> + «(§y-SB0, [(64.) p. 140], 

wo das deutsche j die z-Coordinate des Centrums c vorstellt. Dabei 
bezeichnen F } %, 33 Functionen von j, welche, ausser von j, nur noch 
von zwei Constanten abhängen, nämlich vom Radius R der Kugel, und 
von der Dichtigkeit q der incompressiblen Flüssigkeit. Ausserdem 
repräsentirt X* die dem Prijicip des Archimedes entsprechende Kraft, 
nämlich die #-Componente derjenigen Wirkung, welche die dem Poten- 
tial V entsprechenden äusseren Kräfte auf die Kugel ausüben würden, 
falls die Materie der Kugel identisch wäre mit der der gegebenen 
Flüssigkeit. 

Dabei ist zu bemerken, dass St, 93 stets positiv sind. Jene Resul- 
tante X p (2.) der auf die Kugel ausgeübten Druckkräfte besteht daher 
aus drei Partialk räfteii, deren Richtungen sich leicht näher angeben 
lassen. Die erste derselben entspricht nämlich dem Princip des Archi- 
medes. Die zweite ist von solcher Richtung, als rührte sie her von 
einer zwischen der Kugel und der festen Ebene stattfindenden gegen- 
seitigen Abstossung. Und die dritte endlich ist von solcher Art, dass 
sie der augeriblicklicJien Beschleunigung der Kugel fortdauernd entgegen- 
arbeitet. 

Man wird offenbar die Formeln (1.), (2.) auch dann anwenden 
können, wenn die Bewegung der Kugel noch unbekannt, mithin g eine 
unbekannte Function der Zeit ist. Wirken z. B. auf die Kugel, ausser 
der Druckkraft X p , noch irgend welche sonstigen äusseren Kräfte ein, 
deren x-Componente X gegeben ist, so erhält man für die Bewegung 
der Kugel die Differentialgleichung: 

(3.) M?£-X+Xp, [(62.) p. 140], 

wo M die Masse der Kugel vorstellt. Und substituirt man hier für 
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X** seinen Werth (2.), so erhält man eine Differentialgleichung, aus 
welcher g als Function von t zu bestimmen ist 

Absichtlich habe ich hier, wie auch in den folgenden Abschnitten 
zwischen zweierlei äusseren Kräften unterschieden. Um diesen Unter- 
schied durch ein Beispiel deutlich hervortreten zu lassen, denke man 
sich, dass das ganze betrachtete System der Schwere unterworfen ist, 
dass ausserdem aber die Kugel magnetisch, und der Einwirkung irgend 
eines (auf der andern Seite der yi-Ebene befindlichen) fest aufgestellten 
Magneten unterworfen sei. Alsdann wird V das Potential der Schwere 
sein. Hingegen wird alsdann die in (3.) auftretende Componente X 
theils von der Schwere der Kugel, theils aber auch von den auf sie 
einwirkenden magnetischen Kräften herrühren. 

Die Rechnungsoperationen des gegenwärtigen Abschnitts lassen sich, 
unter Anwendung der dipolaren Coordinaten, im Allgemeinen in sehr 
einfacher planer Weise durchführen. Schwierigkeiten bereitet dabei 
nur die Auflösung eines gewissen Systems von unendlich vielen linearen 
Gleichungen (p. 123). Bezeichnet man die aus diesen Gleichungen zu 
berechnenden Unbekannten mit A 0} A t , A^ y A s , . . . in inf., so enthält 

/ die erste Gleichung: A$ } A ly 

die zweite: A 07 A 19 A 2} 
(4.) { die dritte: A lt A% f -4 S , 

die vierte: A^ 9 A^ A l} 

u. s. w. u. s. w. 

Wäre also A bekannt, so könnte man aus der ersten Gleichung 
sofort A ly sodann aus der zweiten A 2 , hierauf aus der dritten A 3 
berechnen, u. s. f. In Wirklichkeit aber ist A^ unbekannt. Und es 
scheint daher zur definitiven Berechnung der A's noch eine Gleichung 
zu fehlen. Diese Lücke findet ihren Ersatz durch den Umstand, dass 
A n mit wachsendem n gegen convergiren muss, was angedeutet 
werden kann durch die Formel: 

(5.) A„ = 0. 

Und mit Rücksicht hierauf lässt sich alsdann die Berechnung der As 
aus jenen Gleichungen wirklich durchführen, wenn auch mit einiger Mühe. 
Als Endresultat dieser Rechnung ergiebt sich für das Geschwindig- 
keitspotential <t> der Flüssigkeit eine gewisse unendliche Reihe [(33.), 
p. 129], deren aufeinanderfolgende Glieder merkwürdiger Weise in ein- 
facher Beziehung stehen zu den Tlwnison selten Spiegdpuncten (Electrical 
Images). Bezeichnet man nämlich das Centrum c der Kugel mit 2, 
ferner das Spiegelbild von 2 in Bezug auf die gegebene feste Ebene 
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mit 3, sodann das Spiegelbild von 3 in Bezug auf die Kupel mit 4, 
hierauf das Bild von 4 hinsichtlich der festen Ebene mit 5, u. s. w. 
u. s. w., so ist die in Rede stehende Reihe von der Form: 
(6.) = C + 2 _0 3 + 4 _0 5 + 6 --+... ; [vgl. (33.) p. 129] 

wo 2 in derselben Beziehung zu 2 steht, wie 3 zu 3, wie 4 zu 4, 
wie <t> 5 zu 5, u. s. f. Dabei bezeichnet C eine unbestimmte Constante, 
oder genauer ausgedrückt ein -unbestimmtes Glied, welches nur noch 
von der Zeit abhängen kann. 

Der dritte Abschnitt (p. 148—193). 

handelt von der Bewegung einer Kugel im Innern einer Flüssig- 
keit, welche nach Aussen hin begrenzt ist von einer festaufgestellten 
Kugelfläche. Dabei dient als Anfangspunct des Coordinatensystems ein 
auf der letzteren Fläche markirter Punct a , als x-Axe der von a 
ausgehende Durchmesser dieser Fläche, und als y#-Ebene*) die in a 
an dieselbe gelegte Tangentialebene (Figur p. 190). Auch wird der 
Einfachheit willen (ähnlich wie im vorhergehenden Abschnitt) wiederum 
vorausgesetzt, dass die innerhalb der Flüssigkeit vorhandene Kugel 
nur sich selber parallel längs eines festen Geleises beweglich ist; der 
Art, dass ihr Mittelpunct c stets auf der x-Axe bleibt 

Bezeichnet man also den Mittelpunct der festaufgestellten Kugel- 
fläche mit c Q , so wird offenbar das gegenwärtige Problem in das des 
vorhergehenden Abschnitts übergehen, sobald man den Radius (a c ) 
unendlich gross werden läss. Es ist mithin jenes frühere Problem nur 
ein Specialfall des gegenwärtigen. 

Obwohl es keinem Zweifel unterliegt, dass die bei jenem frühern 
specielleren Problem angewandte Methode auch zur Absolvirung des 
gegenwärtigen allgemeineren Problems geeignet sein werde, so scheint 
es doch bei der grossen Weitläufigkeit jener Methode sehr wünschens- 
werth, dieselbe durch einen bequemeren Weg zu ersetzen. Eine gewisse 
Andeutung zur Auffindung eines • solchen bequemeren Weges scheint 
gegeben zu sein durch das spontane Hereintreten der Electrical Images 
in den Gang der früheren Untersuchungen. Denn hierdurch entsteht 
die Vermuthung, dass diese Images für die hydrodynamischen Probleme 



*) Dabei ist zu bemerken, dass behufs der Rechnung noch eine zweite t/r-Ebene 
eingeführt wird, mithin noch ein zweiter auf der schon fixirten x-Axe liegender 
Anfangspunct. Dieser letztere ist derjenige, von welchem ans in dem gerade be- 
trachteten Zeitaugenblick die Tangenten an beide Kugelnachen gleich lang sind 
(Tgl. Figur p. 177). $ 

Naumann, Hydrodynamische Untersuchungen b 
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vielleicht «von derselben fundamentalen Bedeutung sein möchten, wie 
für die elektrostatischen Probleme. Diese Yermuthung hat sich in der 
That bestätigt. Und demgemäss habe ich das Problem des gegen- 
wärtigen, und ebenso auch dasjenige des nächstfolgenden Abschnittes 
mittelst der Theorie der Electrica! Images zu absolviren vermocht; wo- 
durch ich der Mühe überhoben worden bin, so fatale Gleichungen, wie 
die in (4.) angedeuteten, von Neuem behandeln zu müssen. 

Doch ist die Entdeckung dieses neuen bequemeren Weges meiner- 
seits nur eine scheinbare gewesen. Denn in Wirklichkeit ist Stokes der 
Entdecker dieses Weges, wie ich solches nachträglich aus dem Hicks 1 sehen 
Report erkannt habe.. In diesem Report (1881, p. 6) heisst es nämlich: 
A most powerfuü method of attacking partieuiar problems in fluid motion 
is that knawn as the metliod of Images. The coneeption appeares to hare 
been first inbroduced by Stokes in 1843 (Comb. Philosoph. Trans. Vol. 8), 
in considering the problem of the motion of a sphere in presence of a 
plane. But the theory reeeived no extension untü Thomson's discovery 
of the dectrical image of a point of eleciricity in presence of a condueting 
sphere again drew Stokes 9 attention to the matter, the result being a 
short note in the „British Association Report for 1847" f in whicfi he 
gives the image in a sphere of a doublet, whose axis passes through the 
centre of the sphere. Weitere Bemerkungen über diese Betrachtungen 
von Stokes, sowie über eine sich anschliessende Arbeit von Hicks (auf 
die ich später noch genauer einzugehen habe) findet man in dem 
Hicks'schen Report von 1882, auf p. 12 und 13. 

Soviel über die Methode der Untersuchung. Was die Resultate 
derselben betrifft, so ergeben sich hier analoge Formeln, wie im vor- 
hergehenden Abschnitt, indem man z. B. an Stelle von (1.), (2.) folgende 
Ausdrücke erhält: 

(7.) T=?£B>F (|f)\ [(65.) p. 190], 

(8.) X' X* + «(§)* - »££,. [(70.) p. 191]. 

Dabei bezeichnen F, &, 93 Functionen der Centraldistanz E der beiden 
Kugelflächen, und zwar Functionen, welche, ausser von E, nur noch 
von drei Constanten abhängen, nämlich von den Radien R und R 
der beiden Kugelflächen und von der Dichtigkeit q der Flüssigkeit. 
Ausserdem ist (ebenso wie früher) unter £ die #-Coordinate des Mittel- 
punets c der in Bewegung begriffenen Kugel zu verstehen. Die Resul- 
tante X p des auf diese Kugel ausgeübten Druckes zerfallt nach (8.) in 
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drei Partialkräfte; und die Richtungen dieser Partialkräfte lassen sich 
leicht angehen. Die erste derselben entspricht nämlich dem Princip 
des Archimedes; die zweite ist von solcher Richtung, als rührte sie 
her Ton einer zwischen den beiden Eugelmittelpuncten stattfindenden 
gegenseitigen Anziehung; und die dritte endlich ist von solcher Art, dass 
sie der augenblicklichen Beschleunigung der Kugel jederzeit entgegenarbeitet. 
Bei den Formeln (7.), (8.) kann (ähnlich wie früher) das j als 
eine beliebig gegebene Function der Zeit aufgefasst werden. Ist j un- 
bekannt, mithin die Bewegung der Kugel ebenfalls unbekannt, sind 
aber die auf sie von Aussen her einwirkenden Kräfte gegeben, so 
findet man zur Bestimmung ihrer unbekannten Bewegung wiederum 
die in (3.) angegebene Differentialgleichung. U. s. w. 

Der vierte Abschnitt (p. 194 — 286) 

handelt von der Bewegung zweier Kugeln innerhalb einer Flüssig- 
keit, die sich nach allen Seiten ins Unendliche erstreckt, und im Un- 
endlichen begrenzt zu denken ist von einer fest aufgestellten geschlossenen 
Fläche. Der Betrachtung wird ein absolut festes Coordinatensystem 
x y y> z zu Grunde gelegt; und zwar wird vorausgesetzt, dass die beiden 
Kugeln nur sich selber parallel längs eines festen Geleises beweglich 
sind, der Art, dass ihre Mittelpuncte c und c fortdauernd auf der #-Axe 
bleiben*). 

Nimmt man zuvorderst an, die Kugeln befänden sich in vor- 
geschriebener Bewegung, und es seien also die Coordinaten g und £ der 
beiden Kugelmittelpuncte c und c gegebene Functionen der Zeit, und 
es wirkten dabei auf die Flüssigkeit von Aussen her irgend welche 
Kräfte ein, deren Potential V eine gegebene Function der Coordinaten 
ist, so wird die Bewegung der Flüssigkeit, wie diese Function V(x, y, z) 
auch beschaffen sein mag, stets symmetrisch zur x-Axe sein. Die ife- 
suUanten der auf die Kugeln ausgeübten Druckkräfte fallen daher in die 

Linie der #-Axe, und können demgemäss mit X* und Xj bezeichnet 
werden. Will man diese Resultanten berechnen, so hat man zunächst 
die lebendige Kraft T der Flüssigkeit zu ermitteln. Für diese letztere 
erhält man einen Ausdruck von der Form: 



*) Behufs der Rechnung wird ausserdem noch ein zweites und zwar in Be- 
wegung begriffenes Coordinatensystem x, y, z eingeführt, dessen x-Axe stets zu- 
sammenfällt mit der des festen Systems, und dessen Anfangspunct in jedem Augen- 
blick an derjenigen Stelle dieser Axe liegt, von welcher aus die Tangenten an 
beide Kugeln gleich lang sind. 

b* 



XX Inhaltsübersicht. 

(1.) T = Z (**)' + 2H g *j* + Z (**)', [(7.) p. 196], 

wo Z, Zo, H Functionen der Gentraldistanz E der beiden Kugeln vor- 
stellen, und zwar Functionen, die, abgesehen von E, nur noch von drei 
Constanten abhängen, nämlich von den beiden Eugelradien R } R und 
der Flüssigkeitsdichtigkeit q. 

Bezeichnet man die Ableitungen der Functionen Z, Z , H nach E 
mit den entsprechenden Meinen Buchstaben, setzt man also: 

(2.) | &— dE> *> dE> 1 *~dE' 

(und ferner: 6 = £ + 2 17 + £>, 

so ergiebt sich (zum Theil mittelst mühsamer Untersuchungen), dass 
die eilf Functionen 

(3.) ' Z, Z , (- H), [vgl. (69.) p. 219], 

(4.) • (Z + H), (Z„ + H), 

(5.) (ZZ, - HF), 

(6.) (- Ö, (- So), n, [vgl- (69.) p. 219], 

(*•) fo 2 - S6o) und tf, [vgl. (22.), (24.) p. 231], 

stets positiv sind. Dies ist für die Functionen (3.), (6.), (7.) in meinem 
Werk wirklich bewiesen, bedarf aber für die Functionen (4.), (5.) noch 
eines kleinen Nachtrages. 

Um diesen Nachtrag zu liefern, addiren wir die beiden auf p. 221 für 
Z, H angegebenen Ausdrücke, und erhalten in solcher Weise eine Formel 
von der Gestalt: 

(a.) Z + H — (pos. F.) (r + A) 

wo (pos. F.) einen positiven Faktor vorstellt, während V, A die Be- 
deutungen haben: 

(b.) I" = 3(g>? + y3 + ,,3 + ...), 

(c.) A-l—3(*f +*}+*»+...). 

Dabei reprasentir'en cp. und y. folgende Ausdrücke: 

(d0 ^ ______ ^ _ ___. 

Hieraus folgt, dass tp., ip, positiv sind; denn es repräsentiren q, q und 

f s=B 9.% positive ächte Brüche, und überdiess sind (im ganzen Werk) unter 
den Quadratwurzeln stets die positiven Werthe derselben zu verstehen. 
Aus dem Positivsein von 9,, ty. folgt, dass z. B. 

(e.) f ebenfalls positiv ist 
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Was ferner A betrifft, so kann das ty. (d.) so geschrieben werden: 

_ [Vb - <?) ( i - «?) • vr \ (i - f s )f- 1 

*> - 1_ - i - r J i_^ ' 

wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck <^\ ist; wie solches 
aus (y.), (•&■) p. 215, 216 sofort sich ergiebt. Somit folgt: 

* J < T \t + r' + r* +^+7^7 = ^ 

wo F als augenblickliche Abbreviatur dienen soll für den Ausdruck 
rechts. Der Differentialquotient dieses Ausdrucks F. nach f ist nach 
p. 137 stets positiv. Folglich wird F. mit wachsendem f stets wachsen, 

und daher, weil f zwischen und 1 variirt, stets zwischen und -—. 
bleiben; so dass man also erhält: 

*> < w 

Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich aber aus (c): 

A>I _,(.)-[ 1+ (.)- + (;)- + (.)- + ...]. 

mithin a fortiori: 

A > 1 .-.(iy[ 1+ (l)- + (.y + (') I + ...], 

also, weil die hier in der eckigen Klammer stehende Reihe » — ist: 

folglich : 

(f.) A = pos. 

Schliesslich erhält man aus (a.), (e.), (f.): • 

(g.) Z + H = pos. 

Und in analoger Weise wird sich ergeben, dass 
(h.) Zq + H ebenfalls = pos. 

ist. Aus (g.), (h.) folgt sofort: 

Z>-H, 
Z >-H. 

Hieraus aber folgt weiter [weil Z, Z^ und ( — H) positiv sind, vgl. (8.)]: 

(i.) ZZ > H*. 

Und durch die Formeln (g.), (h.), (i.) ist der Beweis geführt für die in 
(4.), (5.) gemachten Behauptungen. 

Bemerkung. — Uebrigens ist die Function a (7.) nicht nur positiv, 
sondern, so lange die beiden Kugeln einander nicht berühren, auch stets 
von Null verschieden, wie sich solches aus der Untersuchung p. 227 — 281 
leicht ergiebt 
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Auf Grund der Formel (1.) und unter Anwendung des Hamilton'- 

sehen Princips ergeben sich nun für die Resultanten X* und X* der 
Druckkräfte die Werthe: 

( 8 .) ^-»-t(g)+«(SMzS+H9), 

(9.) X> X^+g (^y- < r(§)-2(z ^ + Hg) > [(3.) p. 233], 

wo fc £o> V) <t die Bedeutungen (2.) haben, überdiess aber vorausgesetzt 
ist, dass £ > E sei, mithin die Centraldistanz E den Werth habe: 

(10.) E = j — j , (vgl. die Figur). x • 

Die auf die Kugel (c) ausgeübte Druckkraft X p 
besteht, zufolge (8.), aus fiinf Partialkräften, deren 
Richtungen leicht angebbar sind. Die erste dieser -pCte) 

Partialkräfte entspricht nämlich dem Princip des Ar- 
chimedes, die zweite und dritte sind von solcher Rich- 
tung, als rührten sie her von einer zwischen den beiden l _ c /j \ 
Kugeln stattfindenden gegenseitigen Abstossung*). Die 
vierte ist von solcher Art, dass sie der augenblicklichen 

Beschleunigung der betrachteten Kugel (c) stets ent- 

gegenarbeitet] und die fünfte endlich von solcher Be- 
schaffenheit, als würde die Kugel (c) durch die augenblickliche Be- 
schleunigung ihrer Nebenkugel (c ) zu einer Bewegung in gleichem 
Sinne animirt 

Sind die Bewegungen der beiden Kugeln unbekannt, weiss man 

aber, dass dieselben, ausser von den Druckkräften X* und Xo, noch 
von irgend welchen sonstigen Kräften sollicitirt werden, deren #-Com- 
ponenten X und X bekannt sind, so ergeben sich zur Bestimmung jener 
unbekannten Bewegungen die Differentialgleichungen: 

(11.) Jtfgf-X + X», 

(12.) M §£ - X + X*, 

wo M und M die Massen der beiden Kugeln bezeichnen. 

Wie schon erwähnt, wurde ich erst nach Vollendung meines 
Werkes auf die schätzbare Arbeit von Hicks aufmerksam: On (he motion 
of two spheres in a fluid (vom Jahre 1881, in den Philosoph. Trans. 

*) Es ergiebt eich dies sofort mit Rücksicht auf das in (6.), (7.) über die 
Vorzeichen der Functionen f , a Gesagte. 

**) Es ergiebt sich dies mit Rücksicht auf das in (3.) über die Vorzeichen 
der Functionen Z, H Gesagte. 



V* 
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of the JB. Society of London, Vol. 171, p. 455). Die Resultate dieser 
Hicks' sehen Untersuchung stimmen mit den meinigen, soweit ich die 
Controle angestellt habe, völlig überein. Von ganz besonderm Inter- 
esse war dabei für mich in der Hicks'schen Abhandlung (1. c. p. 483) 
folgender Passus: Hence we are led to conclude, t/iat the 

iL V 

spheres alimys move so tliat .- tends to inercase*), whilst in tlie case of 

equal spheres-, or (hat, in whicli tlie radius of the one is twice (hat of the 
other, we Jcnow for certain that such is tfw case. In der That fehlt 
(wie Hicks ausdrücklich hervorhebt) zur wirklichen Begründung des in 
diesen Worten angedeuteten Satzes noch der Nachweis dafür, dass die 
Grössen (£ + rf) und (^ + V) positiv sind, oder, genauer ausgedrückt, 
wenigstens der Nachweis dafür, dass die Summe dieser beiden Grössen, 
d. i.: 

(13.) « - C + g„ + 2 V 

stets positiv sei. Und hie von abgesehen, scheint mir bei Hicks ausser- 
dem auch noch der Beweis dafür zu fehlen, dass 

(14.) (Z + H) und (Zo + H) 

stets positiv sind. Und doch dürfte auch dieser Nachweis zur strengen 
Begründung des von Hicks angedeuteten Satzes unentbehrlich sein**). 

Wie dem auch sei, — jedenfalls ist der Beweis des bestandigen 
Positivbleibens der Grössen (13.) und (14.) durch die von mir auf- 
gestellten Sätze (3.), (4.), (5.), (6.), (7.) geliefert, und hiemit jener von 
Hicks vermuthete Satz zur Gewissheit erhoben worden. Man kann diesen 
Satz, bei welchem das Nichtvorhandensein äusserer Kräfte vorausgesetzt 
wird, im Anscbluss an die vor wenig Augenblicken [p. XIX] fest- 
gesetzten Vorstellungen, folgendermassen aussprechen: 

Der Hicks'sche Satz. — Sind die beiden Kugeln innerhalb der 
Flüssigkeit längs ihres festen Geleises durch beliebige Anfangsstösse in 
Bewegung versetzt, ohne dass sonst auf das betrachtete System (Kugeln 
und Flüssigkeit) von Aussen her irgend welche Kräfte einwirkten, so wird 



*) In jener Abhandlang steht decrease, was wohl ohne Zweifel ein in der 
angegebenen WeiBe zu verbessernder Druckfehler ist. Uebrigens mag es mir ge- 
stattet sein, bei der Besprechung der Hicks'schen Arbeit an meiner Bezeichnungs- 
weise festzuhalten, z. B. E zu setzen statt des Hicks'schen r. 

**) Auf p. 483 seiner Abhandlung heißet es nämlich (in der sechsten Zeile): 
The last terme is positive etc., eine Behauptung, die doch wohl nur dann gerecht- 
fertigt sein wird, wenn zuvor der Beweis des beständigen Positrivbleibens der 
Grössen (14.) geführt ist 
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während dieser Bewegung der Differential-Quotient der Centraldistanz nach 
der Zeit in fortdauerndem Wachsen begriffen sein. 

Bei der besondern Einfachheit und Schönheit dieses Satzes mag 
es mir gestattet sein, auf seinen Beweis hier näher einzugehen, wobei 
ich indessen einen Weg einschlagen werde, der von dem von Hicks 
angedeuteten wesentlich verschieden ist. 

Beweis des Hicks'schen Satzes. — Da wir die Linie, längs welcher 
die Mittelpuncte c und c der beiden Kugeln sich bewegen, zur #-Axe 
gewählt, und überdiess die #-Coordinaten jener beiden Puncte mit j 
und j bezeichnet haben, so ergiebt sich für die lebendige Kraft % der 
beiden Kugeln der Ausdruck: 

w * - ? föT + 3 &)'. . 

wo M und 3I die Massen der beiden Kugeln vorstellen. Andererseits 
hat die lebendige Kraft T der Flüssigkeit, nach (1.), den Werth 

ei«.) ^-z(2)"+ 2H 2-ä+^(S)' 

Hieraus folgt: 

(17.) % + T = A (*)• + 2H 5« g + A, (£)' 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(18.) A=f + Z und Ao-^ + Z,, 

Da nun auf das betrachtete System (Kugeln und Flüssigkeit) von 
Aussen .her keinerlei Kräfte einwirken sollen, so nehmen das Pritwip 
der lebendigen Kraft und das Hamilton' sclie lYincip [vgl. p. XIIJ die 
einfache Gestalt an: 

(19.) f\6(Z+T)]dt=0, 

(20.) ' % + T = Const, = h\ 

Aus (10.) ergeben sich sofort die Differentialgleichungen 

d ^? + r ) _ ^ + r > 

di d d'i" ~"~h ' 

(21.) ~ d '~ 

£ 8 ( g + y) ^ d( % + T) 

dt 

Hält man nun an der Vorstellung fest, dass j > j , mithin i?«= j — j 
sein soll [Figur p. XXII], und beachtet man überdiess, dass Z, Z , H 
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und A, Ao lediglicli von E abhängen, so können diese Gleichungen (21.), 
mit Rücksicht auf (17.), auch so geschrieben werden: 

(22.) 



Und hieraus folgt, falls man die linken Seiten weiter ausführt, und 
recläs für (% + T) seinen Werth (17.) substituirt, nach einfachen Re- 
ductionen: 

(23) «S+»h3t— tft?) , +.(Ä)'. 

wo £, £,, 6 die in (2.) p. XX angegebenen Bedeutungen haben*). 

Löst man die Gleichungen (23.) auf nach den beiden Grössen 

d % t d % x 

,-: und -,#, und subtrahirt man die alsdann für diese beiden Grössen 
dt J dt* ' 

sich ergebenden Werthe von einander, so erhält man (weil E=% — j ist) : 

^ ,, <* + »{-(£)"-^?)Vt« , -K$'] 

Die hier auftretenden sechs Grössen 

«, (-0, (-U (A + H), (Ao + H), (AAo-H 8 ) 
sind aber stets positiv; wie sich leicht ergiebt, falls man für A, A ihre 
Werthe (18.) substituirt, und die Sätze (3.), (4.), (5.), (<>.), (7.) be- 
achtet. Somit folgt aus (24.), dass auch 

(2f>.) -i- t stets positiv 

sein wird. Utid dies ist der Hicks'sclie Satz. Q. e. d. 

Sich anschliessende Betrachtungen. — Wenn die beiden Kugeln, 
in Folge passender Anfangsstösse, einander sich nähern, so wird im 
Augenblick der Berührung eine gegenseitige Reflexion stattfinden. Doch 
kann unter Umständen eine solche Reflexion auch schon vor dem 
Augenblick der Berührung erfolgen. In der That lässt sich zeigen, 
dass je nach dem Anfangszustande folgende drei Fälle eintreten können, 
und nur diese allein: 



*) Uehrigens kann man diese Gleichungen (23.) auch direct aus den Formeln 

(8.), (9.), (11.), (12.) ableiten, indem man daselbst X, X und X\ X% verachwin 
den lässt. 
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Entweder wird die Centraldistanz E der beiden Engeln während 
ihrer Betvegung unaufJtörlkJi waclisen. Oder, es wird E fortwährend ab- 
nehtnen bis zur schliesslicJien Berührung der beiden Kugeln. Oder end- 
lich, es wird E fortwährend abnclimen bis zu einem bestimmten Augen- 
blick, in welchem die Kugeln einander noch nicht berühren, in diesem 
Augenblick aber aus dem Abnehmen ins Wachsen übergehen, und sodann 
weiterhin beständig im Wachsen verbleiben. Selbstverständlich ist dabei 
wieder vorausgesetzt, dass keine äusseren Kräfte einwirken. 

Um diese Behauptungen zu beweisen, addiren wir zuvörderst die 
beiden Gleichungen (22.). Durch Integration der so entstehenden 
Formel folgt alsdann: 

(26.) (A + H) g- + (A„ + H) ^ = Const - hk, 

wo h dieselbe Constante sein soll, wie in (20.), während k eine neue 
Constante vorstellt. Andererseits folgt aus (20.), falls man für (% + T) 
seinen Werth (17.) einsetzt: 

(27.) A(S) , + 2HS$ + \(t&)'-^ 

Löst man diese beiden Gleichungen (26.), (27.) auf nach den beiden 

Grössen ~ und -^ [was am Einfachsten durch Einführung der Summe 

und der Differenz der beiden Grössen zu bewerkstelligen ist], so er- 
hält man: 



(28.) 



dt = hk , fÄ(Ap +JH) y^ — h* 
dt ™ TT ' TT" y& 



di hk *7i(A + H) l/TT — k* 



dt TT TT y& ' 

wo sämmtliche Wurzelzeichen positiv zu denken sind, und e = + 1 * 8 k 
Dabei haben A, TT die Bedeutungen: 



(29.) 



A-AAo-H«-^ + ^-± *£ + (Z Z - H *), 

n = A + A + 2H=^- i-* + (Z + Zo + 2 H), 

mithin ist: g = £ + fc, + 2i? = tf, [vgl. (2.) und (18.)]. 



Durch Subtraction der beiden Formeln (28.) folgt, weil E = j — Jq 
ist, und mit Rücksicht auf (29.): 

dE , ytT^- ~W 



dt ]/Ä ' 
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mithin: 

(30.) (£f -»EjJS:. 

Um auf die Discussion der Formeln (25.) und (30.) näher eingehen 
zu können, sind zuvörderst folgende Bemerkungen vorauszuschicken . 
Die Grössen A, TT (29.) sind ebenso wie Z, Zq, H und A, Aq lediglich 
Functionen von E f und besitzen, zufolge der Sätze (3.), (4.), (5.), (6.), 
(7.), folgende Eigenschaften: 

A und TT sind stets positiv und verschieden von Null; ferner ist 

Wl \ der Differential- Quotient -r™ = 6 ebenfalls stets positiv, und, so 

lange die beiden Kugeln einander nicht berühren, auch stets 
verschieden von Nidl [vgl. die Bemerkung auf p. XXI]. 

Die von E abhängende Function TT wird somit durch eine Curve dar- 
gestellt sein, welche mit wachsendem E fortwährend steigt, und durch- 
weg oberhalb der Abscissenaxe liegt. Ihre kleinste Ordinate TT' ent- 
spricht daher der kleinsten Abscisse, d. i. derjenigen Abscisse E' , welche 
der Berührung der beiden Kugeln correspondirt*). Und andererseits 
wird die grösste Ordinate TT" dem grössten Werthe von E } d.* i. der 
Abscissq E = oo entsprechen. 

Denkt man sich überdiess parallel der Abscissenaxe diejenige ge- 
rade Linie construirt, deren Ordinate gleich der positiven Constanten 
k 2 ist, so hat man jetzt zwei durchweg oberhalb der Abscissenaxe liegende 
Curven, nämlich die Curve (TT) und die gerade Linie (k 2 ). Was die 
relative Lage dieser beiden Curven zu einander betrifft, so wird ent- 
weder die Linie (k 2 ) durchweg unterhalb der Curve (TT) liegen, mithin 

(32. a) < k 2 < TT' 

sein. Oder es wird die Linie (k 2 ) die Curve (TT) schneiden, und zwar 
nur in einem Punct, mithin 

(32. b) TT < V < TT 

sein. Ein dritter Fall ist unmöglich. Denn läge die Linie (&*) durch- 
weg oberhalb der Curve (TT), so würden sämmtliche Werthe der Function 
TT kleiner als k 2 sein; was der Formel (30.), in welcher A stets positiv 
ist (31.), widerspricht 

Nach (25.) ist nun der DifferenticUquotient -tt stets und unter allen Um- 
ständen im Wachsen begriffen. Demgemäss sind zwei Hauptfälle ssu unter- 
scheiden: 



*) Es ist mithin dieses E' gleich der Summe der beiden Kugelradien. 
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Fall I: Der Differentialquotient --v-- hat zur Zeit des Anfangszu- 
standes einen positiven Werth. Alsdann wird derselbe, weil er fort- 
dauernd wächst, bestandig positiv bleiben , mühin E selber ebenfalls in 
unaufhörlichem Wachsen begriffen sein. 

Fall II: Der Differentialquotient -jj ist zu Anfang negativ. Als- 
dann wird derselbe (weil er fortwährend wächst) von jenem negativen 
Anfangs werthe aus entweder gegen Null wachsen, ohne dabei die Null 
zu erreichen, oder aber durch Null hindurch wachsend zu positiven 
Werthen übergehen und sodann zu immer grossem und grössern posi- 
tiven Werthen fortschreiten. Diese beiden Unterabtheilungen des 
Falles II mögen mit IIa und IIb bezeichnet sein. 

Der Fall IIa tritt ein, wenn die Linie (&*) durchweg unterluäb 
der Curven (TT) liegt, mithin 

< fc a < TT' 

ist. Denn alsdann sind sämmtliche Werthe der Function TT grösser 
als k 2 , so dass also der in (30.) enthaltene Factor (TT — &*), mithin 

auch -,— selber niemals Null werden kann. In diesem Fall IIa wird 
dt 

dE ' 

daher y. von seinem negativen Anfangswerth aus fortwährend wachsen, 

ohne die Null zu erreichen, mithin stets negativ bleiben. Folglich wird 
E selber forttvahrend abfleJimen bis zur schliesslichen Berührung der Kugeln. 
Die Zeit, welche vom Anfangsaugenblick {E = E°) bis zum Augen- 
blick der Berührung (E=E r ) verfiiesst, hat zufolge (30.) den Werth: 

und ist also endlich, weil (TT — W) verschieden von Null bleibt 

Der Fall IIb tritt ein, wenn die Linie (¥) die Curve (TT) 
schneidet, mithin 

TT < fc 2 < TT 

ist; die Ordinate des Schnittpunktes ist &*, und seine Abscisse mag E* 
heissen. Alsdann nämlich wird der von seinem 'negativen Anfangs- 

werth aus wachsende Differentialquotient -yr zuvörderst negative Werthe 

durchlaufen, was mit einer Abnahme von E, mithin auch von TT ver- 

bunden ist. Dieses Negativbleiben von , / und Abnehmen von E und TT 

wird so lange fortdauern, bis TT zu lc* herabgesunken, mithin E in E* 
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übergegangen ist. In diesem Augenblick ist alsdann -77-, zufolge (30.), 

gleich Nuü] im nächstfolgenden Augenblick wird daher -tt- (weil es 

bestandig wächst) bereits einen positiven Werth haben, und sodann zu 
immer grösseren und grosseren positiven Werthen fortschreiten. Im 
Falle IIb. wird also E selber zunächst bis E* hin abnehmen, und so- 
dann von E* aus wieder eu wachsen anfangen, und hierauf weiterhin 
in beständigem Wachsen verbleiben. Die Zeit, welche vom Anfangs- 
augenblick (E = E°) bis zum Augenblick der Umkehr {E = E*) ver- 
streicht, hat nach (30.) den Werth: 

und dieser Werth wird trotzdem , dass (TT — k 2 ) für E = E* ver- 
schwindet, ein endlicher sein. Denn für solche E, die nur wenig von 
E* verschieden sind, ergiebt sich nach dem Taylor'schen Satz: 

" K 1 KdE/j^E*^ 1-2 KdEVE^E*^ 

wo der Ausdruck (-r™) , ebenso wie sämmtliche Werthe von -^,, von 

\dE/E^E* 7 dE' 

Null verschieden ist. Vgl. (31.). 

Der fünfte Abschnitt (p. 237—262) 

bietet gewisse Ergänzungen dar zum ersten Abschnitt Lange Zeit 
war ich nämlich der Vermuthung, dass die in den Formeln jenes ersten 
Abschnitts enthaltenen Differenzen 

c 1 -) (!£ - §3> S£ - £)> ete - etc - w- ( l6 - a > p- ix j 

vielleicht identisch Null sein möchten, wodurch alsdann die in Rede 
stehenden Formeln bedeutend einfacher geworden wären. Schliesslich 
bin ich indessen zu bestimmten Beispielen gelangt, aus denen hervor- 
geht, dass ein solches Nullsein im Allgemeinen nicht stattfindet. 

Denkt man sich nämlich einen starren Körper, der in seinem 
Innern einen mit incompressibler Flüssigkeit erfüllten Hohlraum besitzt, 
und bringt man auf dieses aus Körper und Flüssigkeit bestehende 
System die allgemeine Theorie des ersten Abschnitts in Anwendung, 
so gelangt man zu Formeln, in denen jene Differenzen (1.) nicht ver- 
schwinden. 

Einer ausführlichen Behandlung wird dabei namentlich der Fall 
unterworfen, dass der Körper um einen festen Punct o drehbar ist. 
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Setzt man überdiess voraus, dass die Vertheilung der gegebenen Körper- 
und Flüssigkeitsmasse symmetrisch sei in Bezug auf drei durch o gehende 
(aufeinander senkrechte und mit dem Körper fest verbundene) Ebenen, 
und dass von Aussen her keinerlei Kräfte einwirken, so lassen sich 
die Differentialgleichungen für die Bewegung des Körpers leicht an- 
geben. Und zwar werden diese Differentialgleichungen, falls jener 
Hohlraum ein einfacJi zusammenhängender ist, geradezu durch die be- 
kannten Euler' sehen Formeln ausgedrückt sein: 

(2.) C % = (CT - C") qr, 

etc. etc. etc. 

wo die Constanten (7, C", <7" von der Art und Weise abhängen, in 
welcher die Masse des betrachteten Systems in Bezug auf die genann- 
ten drei Ebenen vertheilt ist. Dabei bezeichnen p, q, r, ebenso wie 
bei Euler, die Drehungen des Körpers um seine Hauptaxen, d. i. um 
die Schnittlinien der genannten drei Ebenen. 

Ist hingegen der von der incompressiblen Flüssigkeit erfüllte Hohl- 
raum ein melirfach zusammenhängender y so erhält man statt der Gleichungen 
(2.) folgende Differentialgleichungen: 

(3.) C § = {C" - C") qr - l (h"r - h'"q), [vgl. (62.) p. 254], 

etc. etc. etc., 

wo h', h" } hl" gewisse neue Constanten vorstellen, die nicht nur von 
der vorhandenen Massen vertheilung, sondern überdiess auch noch von 
dem jedesmaligen Anfangszustande der Flüssigkeit abhängen. 

Um über den Charakter dieser Constanten h\ A", V" hier wenigstens 
eine Andeutung zu geben, wollen wir uns die Flüssigkeit zur Zeit fi° 9 
während der Körper noch festgehalten wird, in irgend welchen Anfangs- 
zustand versetzt denken. Solches ausgeführt gedacht, mag jetzt der 
Körper selbst durch irgend welche continuirlich anhebende, mehr und 
mehr anwachsende, schliesslich aber in einem bestimmten Zeitaugen- 
blick f wieder erlöschende Kräfte in Bewegung versetzt werden. Als- 
dann gelten vom Augenblick f ab die Differentialgleichungen (3.). Und 
zwar werden die darin enthaltenen Constanten /*', A", h'" gleich Null 
oder von Null verschieden sein, je nachdem jener der Zeit fl° entsprechende 
Anfangszustand der Flüssigkeit ein Zustand der Ruhe oder der Be- 
wegung war. 

Man kann diese Betrachtungen ohne Mühe weiter verallgemeinern, 
und gelangt alsdann zu folgendem Satz: 
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Enthält ein starrer Körper in seinem Innern einen mit incompres- 
sMer Flüssigkeit erfüllten Hohlraum, so wird der Körper unter dem Ein- 
fluss gegebener äusserer Kräfte nach genau denselben Gesetzen, wie ein 
gewöhnlicher massiver Körper (ohne innere Flüssigkeit), sich bewegen^ 
vorausgesetzt, dass der Hohlraum ein einfach zusammenMngender ist. 
Ist hingegen dieser Baum ein mehrfach eusammenfuingender, und die 
Flüssigkeit zu Anfang innerhalb dieses Baumes in Bewegung gesetzt, so 
werden die in Bede stellenden Gesetze tvesentlidi andere sein [p. 257]. 

Ausserdem enthält der fünfte Abschnitt noch einige beiläufige Be- 
merkungen über das Princip der lebendigen Kraft, ferner über die 
Laplace' scheu Schwerpuncts- und Flächensätze. U. s. w. 

Der Anhang (p. 208—820). 

Im vierten Abschnitt wurde die Bewegung zweier Kugeln innerhalb 
einer incompressiblen Flüssigkeit untersucht. Mit diesen Untersuchungen 
aber stehen die auf zwei Kugeln bezüglichen Probleme der elektrostatischen 
und magnetisclien Induction, hinsichtlich der mathematischen Behand- 
lungs weise, in naher Verwandtschaft Und zwar dürfte von diesen 
drei Problemen das elektrostatisclie als das leichteste zu bezeichnen sein. 
Schwieriger ist jenes im vierten Abschnitt behandelte hydrodynamische 
Problem; und am schwierigsten endlich das magnetische Problem. 

Das elektrostatische Problem für zwei Kugeln kann im Ganzen nach 
vier verschiedenen Methoden behandelt werden, nämlich erstens nach 
der bekannten Poisson f sehen Metliode*), zweitens mit Hülfe der Thotn- 
son 1 sehen Spiegelpuncte**), wobei man alsdann entweder der gewöhn- 
lichen Polarcoordinaten, oder (was vorteilhafter ist) der dipolaren 
Coordinaten sich bedienen kann, drittens mittelst der Liouville 'sehen 
Methode der reeiprocen Badien***), wobei man wiederum die Wahl hat 
zwischen jenen beiderlei Coordinatensystemen, endlich viertens mittelst 
einer Methode, die lediglich auf der Anwendung der dipolaren Coordi- 
naten beruht f). 

*) Baissen (1812 und 1813), in den Memoires der Pariser Akademie. 
**) W. Thomson (1845). Vgl. die Papers of Thomson (London, 1872), 
p. 144 etc., ferner auch p. 86 etc. 

***) Liouville (1847), note au sujet d'une lettre de M. W. Thomson, im Liou- 
ville'schen Journal, Bd. 12, p. 265. Von Neuem abgedruckt in den Papers of 
Thomson (London, 1872). Vgl. am letztem Ort namentlich die Aeusserungen auf 
p. 172, 173. 

f) C. Neumann (1862), über den stationären Temperaturzustand eines homo- 
genen Körpers, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugelflächen begrenzt ist, 
Halle, Verlag von Schmidt, 1862. Vgl. daselbst p, 86—110. 
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Diese vierte Methode, welche wohl unter allen die einfachste sein 
dürfte, ist von mir im Jahre 1862 publicirt worden, jedoch in einer 
Darstellungsweise, die Manches zu wünschen lässt. Ich habe daher 
die gegenwärtige Gelegenheit benutzt, um diese Methode von Neuem 
und in möglichst übersichtlicher Gestalt mitzutheilen, (p. 263 — 272), 
wobei hinsichtlich der dipolaren Coordinaten nur diejenigen einfachen 
Vorkenntnisse erforderlich werden, welche in diesem Werke selber 
(p. 97 — 113) bereits entwickelt sind. 

Das Problem der magnetischen Induction für zwei Kugeln ist im 
Jahre 1878 im 24. Jahrgang des Schlömilch'schen Journals von Chwolson 
behandelt worden, unter der Voraussetzung, dass die gegebenen in- 
ducirenden Kräfte symmetrisch sind in Bezug auf die Centrallinie der 
beiden Kugeln. Auch hat KircJihoff über diese Chwolson'sche Arbeit 
ein ausführliches Referat erstattet in den Monatsberichten der Berliner 
Ak. d. W. vom 4. April 1878. 

Das in Bede stehende Problem kann, wie Chwolson gezeigt hat, 
unter Anwendung der dipolaren Coordinaten im Allgemeinen in ein- 
facher und leicht sich darbietender Weise gelöst werden. Schwierig- 
keiten bereitet dabei nur die Berechnung der in den Reihenentwick- 
lungen der inducirten Potentiale Q und Q auftretenden constanten 
.Coefficienten A , A l9 A 27 etc. und 2? , B l9 B 2 , etc. Diese unbekannten 
Constanten sind nämlich zu bestimmen mittelst zweier Systeme linearer 
Gleichungen, deren jedes aus unendlich vielen solchen Gleichungen 
besteht. Bezeichnet man die Gleichungen des einen Systems mit (y .), 
(y r ), (y 2 .), etc., die des andern mit (# .), (z^, (# 2 .), etc., so sind 

in den Gleichungen (y .), (z .) nur A^ y B und A v B t enthalten, 

ferner in (y r ), (s v ) nur A , B 07 A l} B i und A^, B i} 

(!•) { ferner in (y 2 .), (# 2 .) nur A l9 B l} A^, B 2 und A 37 B 3f 

ferner in (y 3 .), (&,.) nur A^ } B ty A 3 , B 3 und A 4 , B A , 

U. s. w. U. s. w. 

Näher angegeben findet man diese Gleichungen in (35.), (35.) auf 
p. 292, ferner in etwas anderer Gestalt in (37.), (37.) auf p. 29G. 

Wären nun die beiden Anfangs-Constanten A^ y B bekannt, so 
könnte man successive zuerst A lf B t aus den Gleichungen (y .), (# .), 
sodann A^, B 2 aus (t/ r ), (z r ) berechnen. U. s. f. In Wirklichkeit sind 
aber A^, B unbekannt, so dass also zur definitiven Berechnung der 
A'a und B's noch zwei Gleichungen fehlen. Demgemäss hat Chwolson 
sich bemüht, ausser jenen Gleichungen (1.) noch zwei weitere Glei- 
chungen aufzufinden, und solche in der That zu entdecken geglaubt. 
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Diese Entdeckung aber ist völlig illusorisch. Denn bei genauerer Be- 
trachtung zeigt sich, dass die von Ghwolson neu hinzugefügten beiden 
Gleichungen nichts Anderes sind, als eine unmittelbare Consequenz der 
Gleichungen (1.). Derselbe Irrthum ist übrigens auch übergegangen 
in das KircMio ff 3 sehe Referat. Vgl. p. 294, 295. 

In Wirklichkeit finden jene zur Bestimmung der Äs und B's nocli 
fehlenden beiden Gleichungen , wie ich im vorliegenden Werke zeige, 
ihren Ersatz durch gewisse in der Natur des behandelten Problems liegende 
Convergenzbedingungen; so dass wir hier also einen Fall vor uns haben, 
ganz ähnlich demjenigen, welcher früher (p. XVI) bei Behandlung der 
hydrodynamischen Probleme uns entgegentrat. Während wir aber 
damals die wirkliche Auflösung der betreffenden Gleichungen zu 
umgeben im Stande waren (mittelst der Methode der Spiegelpuncte), 
dürfte im gegenwärtigen Fall eine solche Umgehung nicht gut ausführ- 
bar sein. 

Um nun trotz dieser Schwierigkeiten zur Lösung des magnetischen 
Problems zu gelangen, scheint mir, nach vielfältigen Versuchen, nichts 
übrig zu bleiben als die auf dem bekannten Princip der successiven 
Inductionen berufiendc Metliode der successiven Annälierung. 

Man könnte bei Anwendung dieser Methode zwei den beiden Kugeln 
entsprechende gewöhnliche Polarcoordinatensysteme einführen, von denen als- 
dann alternirend bald das eine, bald das andere zu benutzen sein würde. 
Will man aber diesen fortwährenden und sehr beschwerlichen Weclisel 
des Coordinatensystems vermeiden, so wird man gezwungen sein, die 
den beiden Kugeln entsprechenden dipolaren Coordinaten zu benutzen. 

«Sollen nun, unter Anwendung dieser dipolaren Coordinaten, die 
einzelnen Stufen der in Rede stehenden successiven Methode wirklich 
erstiegen, d. i. die diesen einzelnen Stufen entsprechenden Rechnungs- 
operationen wirklich ausgeführt werden, so muss man zuvörderst jene 
Chwolsori sehen Gleichungen (1.) wenigstens für den specialen Fall auf- 
zulösen im Stande sein, dass der Radius der einen Kugel = 0, mithin 
in Wirklichkeit nur die andere Kugel vorhanden ist. Die Lösung dieser 
specielleren Chwolson'schen Gleichungen, welche nur noch die A's, nicht 
die B's enthalten, lässt sich aber in der That bewerkstelligen, wie ich 
solches im vorliegenden Werke gezeigt habe; vgl. die Formeln (12.) 
p. 299. Das hierbei von mir eingeschlagene Verfallen kommt im 
Wesentlichen darauf hinaus, dass ich das in Rede stehende magnetische 
Problem für nur eine Kugel, zuvörderst löse unter Anwendung der ge- 
wöhnlichen Polarcoordinaten (was schon Poisson gethan hat), sodann 
aber die gefundene Lösung von jenen monopolaren Coordinaten auf 

Nivman, Hjdxodynamiicbe Untersuchungen. 
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die dipolaren Coordinaten transformire. Die zu diesem Zweck zu ent- 
wickelnden Transformationsformeln sind behaftet mit gewissen Functionen 

(2.) 0(x) oder nj (x), 

welche durch hypergeometrische Reihen sich darstellen, und durch 
mancherlei merkwürdige Eigenschaften sich auszeichnen. Vgl. (A.), 
(B.), (C.), (D.) p. 302, und ferner p. 312—315. 

Will man schliesslich ein ungefähres Bild haben von dem Wesen und 
den Rechnungs Vorschriften*) der in solcher Weise für die Lösung des 
allgemeinen Chwolsori selten Problems sich ergebenden successiven Methode, 
so beachte man zuvörderst, dass das gegebene ittämrende Potential V 
symmetriscJi sein soll in Bezug auf die Centrallinie der beiden Kugeln 
k und & , und dass dasselbe also [bei passender Einrichtung des 
dipolaren Coordinatensystems (#, ft, q>, #)] innerhalb' der einen Kugel 
&' nach gewissen Functionen 

(3.) 2B„ = V^e-<"+«*P.(fO, 

und innerhalb der andern Kugel Ä nach gewissen andern Functionen 

(4.) 3ä° n = l^«+(-+»*P,(^) 

entwickelbar sein wird. Diese Ent Wickelungen (p. 287): 

(5.) V= ^A n 2Bn, innerhalb #, 

(6.) V= ^B n 3B°, innerhalb Ä , 

haben wir als gegeben, mithin die darin enthaltenen Constanten A, B 
als l>ekannt zu betrachten, und, von diesem Fundament aus, diejenigen 
Rechnungs vor Schriften anzugeben, welche zur schliesslichen Herstellung 
der in den Kugeln inducirten Potentiale Q und Q hinleiten. 

Das in der Kugel $ inducirte Potential Q kann bekanntlich (Satz 
p. 283) angesehen werden als das Potential einer gewissen Oberfläcften- 
belegung dieser Kugel, und wird somit innerhalb dieser Kugel nach den 
Functionen (3.) entwickelbar sein: 

Q — yCnW n , innerhalb Ä. 
Um die hier auftretenden unbekannten Constanten C zu ermitteln, zer- 
legen wir dieselben in einzelne Theile: 

Q. = Ä n + (A) n + ((A)) n + •••., 
wodurch alsdann die Formel selber folgende Gestalt erhält: 

*) Was ich hier über diese Rechnungs Vorschriften sagen werde, ist im vor* 
liegenden Werk nicht unmittelbar exponirt, ergiebt sich aber leicht aus dem Säte 
p. 283 und den sich anlehnenden Betrachtungen p. 284 — 287, sodann aber nament- 
lich aus dem eigentlichen Charakter der in Rede stehenden suecesBiven Methode, 
p. 318—820. 
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(7.) Q — 2 An SBn + 2{A)n ^n + 2(U))n »* + ■•-, innerhalb ft. 
Desgleichen kann man den Werth, welchen das in der andern Kugel $ 
inducirte Potential Q innerhalb $ besitzt, durch die analoge Formel 
darstellen: 

(8.) Qo - JX 2Ö°» + Jftö). Sß° + >"((£))» »ü + • • •, innerhalb J? . 
Dabei sei bemerkt, dass im vorliegenden Werk die einzelnen Summen 
in (7.) und (8.) respective mit D, SR, ©, etc. und C^, SR , @ , etc. be- 
zeichnet sind (p. 319). 

Die Rechnungsvorschriften zur Bestimmung der unbekannten Con- 
stanten A, (Ä), ((-4)), etc. und JS, (B), ((!?)), etc. sind nun folgende: 
Man bezeichne die magnetischen Constanten der beiden Kugeln mit 
x und Xq, setze ferner zur Abkürzung: 

A„ = 4*x , * - ^ + J 4 -, [vgl- (18.) p. 278], 

und bilde ausserdem zwei von der Grösse und relativen Lage der beiden 
Kugeln abhängende Coustanten q und q 09 deren Werthe stets positive 
ächte Brüche sind, -vgl. ((f.) p. 205. Sodann bilde man gewisse von 
q, A, d und q , A , ä abhängende Constanten: 

(9.) A; und E n p , [vgl. (3.) p. 319]. 

Dies ausgeführt gedacht, haben alsdann jene gesuchten Constanten 
A ? B folgende Werthe: 

U«=^ , A;A / ,, [vgl. (4.) p. 320], 

B n =^ElB p , die Summationen ausgedehnt über 2> = 0, 1, 2, ••• oo 

wo die A, B die in (5.), (6.) genannten, von Hause aus gegebenen Con- 
stanten vorstelle©. Nachdem in solcher Weise die A, B berechnet 
sind, erhält man nun weiter die (A), (B) mittelst der Formeln: 

1 (*)» = 2KM 2p+l ; 

hierauf die ((-4)), ((B)) mittelst der" Formeln: 

l ((*)). -Je;^),^ 1 ; 

u. 8. w. u. s. w. Dabei sind in (10.), (ll.)> (12.) etc. die Summationen 
stets ausgedehnt zu denken über p = 0, 1, 2, . . . <x>. 



(10.) 



(11.) 



(12.) 
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Substituirt man schliesslich diese Werthe der A, {A) } ((-4)), etc. 
und B, (B), ((B)), etc. in die Formeln (7.), (8.), so ist die Berechnung 
der inducirten Potentiale Q, Q vollendet, wenigstens für solche Puncte, 
die innerhalb $, resp. innerhalb $ liegen. Wie man aber aus diesen 
innern Werthen auch diejenigen abzuleiten vermag, welche Q ausser- 
halb $, und Q ausserhalb ® besitzt, ergiebt sich leicht. Vgl. p. 286. 

Bemerkung. — Beiläufiger Weise findet man auf p. 279 — 282 eine 
Untersuchung über magnetische Bilder. Ich zeige nämlich daselbst, dass 
man bei einer gegebenen Kugel nicht nur von elektrischen Bildern, 
sondern in analogem Sinne auch von magnetisclien Bildern sprechen 
kann. Denkt man sich z. B. die Kugel magnetisirt durch einen irgend- 
wo ausserhalb derselben befindlichen Magnetpol, so wird die in solcher 
Weise magnetisch gewordene Kugel in Bezug auf alle äussern Punkte 
äquipotential sein mit einem gewissen innerhalb der Kugel zu con- 
struirendem magnetiscliem Massensystetn. Dieses letztere heisst alsdann 
das magnetische Bild des gegebenen Poles. 
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Das Hamilton'sche Princip in seiner Anwendung auf die 

Probleme der Hydrodynamik. 

§1. 

Einleitung. Vorläufiges über die Resultate der Untersuchung. 

Wenn man mit Thomson und Tau auf die Bewegung einer in- 
compressiblen Flüssigkeit ohne Weiteres die gewöhnliche Formel des 
Hamilton' sehen Princips in Anwendung bringt, so entbehrt ein solches > 
Verfahren, wenigstens für den Fall, dass der von der Flüssigkeit ein- 
genommene Raum ein mehrfach zusammenhängender ist, der hinreichen- 
den Begründung, wie solches schon von Boltzmann hervorgehoben 
wurde vor etwa zehn Jahren. (Crelle's Journal, Bd. 73, S. 111. Vgl. 
daselbst namentlich auch S. 128, 129.) 

Ja noch mehr. Es lässt sich zeigen, dass die gewöhnliche Formel 
des Hamilton'schen Princips für den Fall eines mehrfach zusammen- 
hängenden Raumes ganz fehlerhafte Resultate ergiebt. 

Um näher hierauf einzugehen, betrachten wir zuvörderst ein System 
materieller Puncte m (x, y, z), auf welche gegebene Kräfte ml, mY, 
mZ einwirken, und bezeichnen die lebendige Kraft des Systems mit 
T Nach dem Princip der lebendigen Kraft gilt alsdann für jedes Zeit- 
element dt der Bewegung des Systems die Formel: 

dT—2m(Xdx + Ydy + Zdz\ 
oder kürzer geschrieben: 
(1.) dT=dS, 

wo das dS als Abbreviatur dienen soll für die obige Summe, mithin 
zu bezeichnen ist als die von den gegebenen Kräften während der Zeit 
dt verrichtete Arbeit. 

Denkt man sich ferner die wirJdicJie Bewegung des Systems während 
irgend eines Zeitraums t . . . t x in willkürlicher Weise abgeändert, und 
bezeichnet man diese Abänderungen oder Variationen für x, y, z, T 
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mit dx, dy, dz, dT, so wird nach dem Hamilton* sehen Princip die 
Formel gelten: 

(2.) f(dT+dS)dt = 0, 

wo das dS zur Abkürzung steht für ^m(Xdx + Ydy + Zdz), mithin 
zu bezeichnen ist als die den Verrtickungen dx, dy, äz entsprechende 
virtuelle Arbeit der gegebenen Kräfte. 

Diese allgemeinen Formeln (1.), (2.) mögen nun in Anwendung 
gebracht werden auf eine incompressible Flüssigkeit, welche nach allen 
Seiten ins Unendliche reicht, und begrenzt ist von einer fest aufgestellten, 
unendlich grossen Kugelfläche. Im Innern der Flüssigkeit mögen zwei 
Hinge (d. i. zwei starre Körper, jeder von ringförmiger Gestalt) sich 
befinden. Die augenblickliche Lage dieser Ringe hängt im Ganzen von 
zwölf Variablen a, ß, .... ab; und diese zwölf Variablen oder Para- 
meter (wie ich sie weiterhin nennen werde) mögen gegebene Functionen 
der Zeit sein: 

« = « (0, ß = ß (0, ; 

so dass also die beiden Ringe in bestimmt vorgeschriebener Bewegung 
begriffen sind. 

Die Flüssigkeit (exclusive der beiden Ringe) soll nun das System 
sein, auf welches wir die Formeln (1.), (2.) anwenden wollen, und zwar 
unter folgenden Voraussetzungen: 

Die Bewegung der Flüssigkeit finde statt ohne innere oder äussere 
Reibung. Ferner sei der Anfangszustand der Flüssigkeit ein toirbelr 
freier, d. h. ein solcher, für welchen die Geschwindigkeitscomponenten 
u, v, w der Flüssigkeit den Relationen entsprechen: 

dv dw ~ dw du ^ du dv ^ 

dz dy ; dx dz f dy dx 

Alsdann wird bekanntlich die Flüssigkeit fortdauernd wirbelfrei bleiben, 
mithin fortdauernd diesen Relationen Genüge leisten. Endlich sei an- 
genommen, dass auf die Flüssigkeit keinerlei Kräfte einwirken, mit 
Ausnahme derjenigen Druckkräfte p, welche auf sie ausgeübt werden 
von den in Bewegung begriffenen beiden Ringen. Demgemäss wird 
also bei Anwendung der Formeln (1.), (2.) unter dS z. B. diejenige 
Arbeit zu verstehen sein, welche von jenen Druckkräften p während 
des Zeitelementes dt auf die Flüssigkeit ausgeübt wird. 

Ist nun jener wirbelfreie Anfangszustand der Flüssigkeit gegeben, 
und ist ausserdem (wie schon früher festgesetzt wurde) mittelst der 
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Functionen a = a(t), ß = ß (t), . . . ., auch die Bewegung der beiden 
Ringe gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit völlig 
bestimmt sein. 

Die in irgend einem Zeitelement dt dieser Bewegung von den 
beiden Ringen, mittelst der Druckkräfte p, auf die Flüssigkeit aus- 
geübte Arbeit dS hängt offenbar wesentlich ab von denjenigen Zu- 
wüchsen da, dß, . . . , welche die Parameter a, ß, . . . während des 
Zeitelementes dt erfahren, und wird also die Form haben: 

(3.) dS = S t da + S 2 dß + , 

wo die 8 lf S 2 , .... noch völlig unbekannte Grössen vorstellen. Dem- 
entsprechend wird die virtuelle Arbeit SS sich ausdrücken durch 

(4.) dS = S ] äa + S 2 dß + ...., 

wo da, dß, .... willkührliche Grössen sind; sodass also dieses dS die- 
jenige Arbeit repräsentirt, welche von jenen Druckkräften p geleistet 
werden würde, falls man die Ringe aus der Position (a, ß, . . .) nicht 
in die Position (a + da, ß + dß . . . .), sondern in die willkürlich 
gewählte Position (a -f- ö a, ß + dß, . . . .) übergehen lassen wollte. 

Soweit sind die Dinge leicht zu übersehen. Hingegen wird man 
über den analytischen Ausdruck der lebendigen Kraß T der Flüssigkeit, 
ohne tiefer gehende Untersuchungen, sich schwerlich eine deutliche 
Vorstellung zu machen im Stande sein. Die genauere Untersuchung 
zeigt indessen, dass dieses T folgende Gestalt besitzen muss: 

(5.) T=0 O + [0 U (^+20 1S ^^ + .....], 

wo der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck in Bezug auf 

die Differentialquotienten -^, ( -f, ein homogener Ausdruck zweiten 

Grades ist, während andrerseits die 0's lediglich Functionen der a, 
/?,... selber, nämlich unabhängig von deren Differentialquotienten sind. 
Um nun unsern Betrachtungen eine möglichst einfache Gestalt zu 
verleihen, wollen wir die gegebene Bewegung der beiden Ringe als 
eine unendlich langsame; mithin die Werthe der Differentialquotienten 

77, -~, .... als unendlich klein uns vorstellen. Alsdann reducirt sich 
dt 7 dt 7 

der Ausdruck (5.) auf sein erstes Glied 9 . Es hat mithin in diesem 
Fall die lebendige Kraft T der Flüssigkeit den Werth: 

(6.) T=e = e («, ß, ....), 

also einen Werth, der nur noch von den a, ß, . . . . selber, nicht aber 
von deren Differentialquotienten abhängt 
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Man kann den Werth dieser Function G = G (a, ß, • • • •) näher 
angeben, sobald man voraussetzt, dass die Ringe anendlich dünn, d. i. 
von unendlich kleinem Querschnitt sind. In diesem Fall ist nämlich das 
G identisch mit demjenigen elektrodynamischen Potential, welches die 
beiden Ringe auf einander ausüben würden, falls man sich jeden derselben 
durchflössen denken wollte von einem elektrischen Strom von gewisser 
constanter Starke; wie solches sich ergibt aus den betreffenden Arbeiten 
von Kirchhoff und Boltzmann (Crelle's Journal, Bd. 71 u. 78). 

Auch geben die Boltzmann sehen Untersuchungen einigermassen Auf- 
Bchluss über den zweiten Theil der lebendigen Kraft, d. i. über den 
Ausdruck 



<>..(£)■+ 2°»££+- 



Dieser zweite Theil entspricht nämlich dem in der Boltzmann'schen 
Arbeit mit Q bezeichneten Potential. (Crelle's Journal, Bd. 73. 8. 123 
und 133.) 

Ich habe hier diese Arbeiten von Kirchhoff und Boltzmann haupt- 
sächlich deswegen erwähnt, weil aus denselben mit Sicherheit hervor- 
geht, dass der Ausdruck 6 = 6 (a, ß, . . .) im Allgemeinen weder Null, 
noch constant, sondern eine wirkliche Function von a, ß, .... ist. 

Dies constatirt, wollen wir nun auf die Bewegung der betrachteten 
Flüssigkeit die Formeln (1.), (2.) in Anwendung bringen, indem wir 
dabei, einerlei ob der Querschnitt der Hinge klein oder gross ist, nur 
die eine Voraussetzung eintreten lassen, dass die Bewegung der Ringe 
unendlich langsam vor sich geht. Die beiden Formeln (1.) und (2.) 
nehmen alsdann mit Benutzung der Werthe (6.) und (3), (4.) die Gestalt an 

(I.) dB = dS, 

Aus (IL) folgt aber, weil die da, dß, .... willkürlich sind, nach 
bekannter Schluss weise: 



da 

ae n 



= -s lf 

= — S*} 



dß 

etc. etc. 

also, falls man mit da, dß, . . . multiplicirt und addirt: 

M da + -$ w + • • • - - ( s * da + w? + -••)> 
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also mit Rücksicht auf (3.): 

(II. a) dO dS. 

Diese Formel (II. a) steht aber mit (I.), d. i. mit dem Princip 
der lebendigen Kraft in diametralem Widerspruch, und ist daher absolut 
unrichtig. Mit andern Worten: Die aus dem Hamilton' sehen Princip 
abgeleitete Formel (II.) führt bei weiterer Behandlung zu einer Formel 
(II. a), welche durchaus falsch ist. Untersucht man nun den inneren 
Grund dieses Widerspruchs, so findet man einerseits, dass die Formel 
(II.) resp. (2.) nidU auf legitime Weise aus dem Hamilton'schen Princip 
abgeleitet ist, und dass andrerseits bei wirklich correcter Benutzung 
des genannten Princips eine andere Formel sich ergibt, welche mit der 
Formel (2.) völlig identisch ist, nur mit dem Unterschiede, dass in ihr 
an Stelle von T ein gewisser anderer Ausdruck sich vorfindet von 
mehr complicirter Gestalt. 

Oder genauer und zugleich allgemeiner ausgedrückt: Befinden sich 
im Innern der incomprcssiblen Flüssigkeit beliebig viele und beliebig 
gestaltete starre Körper, und bewegen sich diese Körper in beliebiger 
Weise und mit beliebigen Geschwindigkeiten, so wird die lebendige 
Kraft T der Flüssigkeit, was ihren analytisclien Ausdruck betrifft, stets 
die Form haben: 

(A.) ,-«,+ [*, $)•+».. $3 +••••]■ 

Dabei bezeichnen a, ß, .... diejenigen Parameter, durch welche die 
augenblicklich Lage jener Körper sich bestimmt. Ferner ist der in den 
eckigen Klammern enthaltene Ausdruck in Bezug auf die Differential- 

quotienten -£, -r|, ein homogener Ausdruck zweiten Grades. End- 
lich sind die Q's nur abhängig von den a, ß, . . . selber, nicht aber von 
deren Differentialquotienten. 

Wird nun das Hamilton' sehe Princip auf die Bewegung der 
Flüssigkeit in wirklich correcter Weise angewendet, so gelangt man dabei 
zu folgender Formel: 

wo öS die virtuelle Arbeit der von jenen starren Körpern auf die Flüssig- 
keit ausgeübten Druckkräfte bezeichnet. Dabei haben T und O die in 
(A.) angegebene Bedeutung; während andererseits die A, B, C, . . . ge- 
wisse Functionen von a, ß, y, . . . repräsent iren. 

Sind insbesondere jene Körper von solcher Gestalt, dass der von 
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der Flüssigkeit occupirte Raum ein einfach zusammenhängender ist, so 
verschwindet das 6 , und ebenso verschwinden alsdann auch die A, 
B 7 C, . . . ., sodass also in diesem besonderen Fall die Formel die ein- 
fachere Gestalt erhält: 

u 
(B'O f(dT+SS)dt = 0. 

Diese letztere Formel, welche ich vorhin die gewöhnliche Formel des 
Hamil ton'schen Princips nannte, ist also nur giltig für einen ganz 
speciellen Fall, nicht aber von allgemeiner Bedeutung. 

Die Sätze (A.), (B.) sollen im Folgenden näher begründet werden. 
Und dabei mag es mir gestattet sein, an Stelle der von den starren 
Körpern auf die Flüssigkeit ausgeübten Arbeiten dS, öS, diejenigen 
Arbeiten dL, ÖL einzuführen, welche umgekehrt die Flüssigkeit auf 
jene Körper ausübt; sodass also, (wie man leicht übersieht) die Rela- 
tionen stattfinden werden dL = — dS, und dL = — öS. 

Uebrigens werde ich die anzustellenden Untersuchungen in etwas 
allgemeinerer Weise ausführen, als hier vorläufig angegeben wurde. 

Einerseits nämlich werde ich annehmen, dass die in die Flüssig- 
keit eingetauchten Körper nicht starr, sondern ihrer Gestalt nach ver- 
änderlich sind. 

Andrerseits werde ich annehmen, dass auf die Flüssigkeit von 
aussen her etwa die Schwerkraft oder irgend welche andere Kräfte 
einwirken. Das Potential dieser gegebenen äusseren Kräfte mag mit 
V oder V ($, y, z) bezeichnet werden. — Ich werde sogleich die zu 
behandelnde Aufgabe in mehr sorgfältiger Weise exponiren. 

§2. 
Die zu behandelnde Aufgabe. 

Eine incommpressible Flüssigkeit sei begrenzt von einer äusseren 
Fläche O , und beliebig vielen inneren Flächen 1; 2 , 6 99 .... Jede 
solche Fläche mag nach Belieben entweder als eine dünne Membran, 
oder auch als die Oberfläche eines starren Körpers gedacht werden. Im 
letzteren Fall sind alsdann ö l9 ö if tf 3 , . . . . die Oberflächen irgend welcher 
in die Flüssigkeit eingetauchten Körper, und ö die innere Begrenzungs- 
fläche einer die Flüssigkeit umschliessenden Schaale. 

Der grösseren Allgemeinheit willen erscheint es zweckmässig, die 
erstere Vorstellung zu acceptiren, nämlich jene Flächen 6 , ö l} ö i} tf s , . . . 
als dünne Membranen zu betrachten die ihrer Lage und Gestalt nach 
veränderlich sind. 
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Und zwar mag die augenblickliche Lage und Gestalt dieser Mem- 
branen abhängig sein von irgend welchen Parametern a, ß, y, d, . . .; 
so dass also die Coordinaten £, rj, g irgend eines Membran-Elementes 
dö und ebenso auch die Rieh tungs- Cosinus der auf dö errichteten Nor- 
male N bestimmte Functionen von a, ß, y, d, . . . sind; was angedeutet 
werden mag durch die Formeln: 

5 = 5 («, A • • •)> cos (N, x) = <p (cc, ß, . . .), 

(1.) n = n («, ß f . . .), cos (IM, y) = il> (a, ß, . . .), 

£ = t («, A • • •)> cos ( N > *) — z («, A • • •)• 

Dabei soll unter N stets diejenige Normale des Elements dö ver- 
standen werden, welche der Flüssigkeit abgewendet ist. Auch soll an- 
genommen werden, dass die Axen x, y, z des zu Grunde gelegten 
Coordinatensystems absolut fest liegen. 

Wir wollen den von der Flüssigkeit oecupirten und von den Mem- 
branen ö , ö v ö 29 tf 3 , ... begrenzten Raum mit SR bezeichnen, und den 
Zuwachs rfSR zu berechnen versuchen, welchen dieser Raum SR erfahren 
wird, falls man jene Parameter cc, ß, y, d, . . . um beliebige unendlich 
kleine Grössen da, dß, dy, dS, . . . anwachsen lässt. 

Bei einem solchen Anwachsen der Parameter erleidet das Element 
dö eine kleine Verschiebung, indem seine Coordinaten g, iq, £ an- 
wachsen um 

(2.) dn - d £da + ljdß + ... 

d ^H da + r ß d ß + ---- 

Demgemäss wird die Grenze des Raumes SR in der Richtung der auf 
dö errichteten Normale N um eine Strecke rfN vorrücken, welche die 
Länge hat: 

(3.) öfN = rfg cos (N, x) + dt\ cos (N, y) + d% cos (N, *), 

woraus durch Substitution der Werthe (2.) sich ergiebt: 

(4.) dN = kda + Bdß + Vdy + Add -\ * 

Dabei repräsentiren alsdann A, B, V , A, . . . folgende Ausdrücke: 

A = dl cos ( N > x) + il cos Q*> y ) + a « cos ( N > *)' 
B = dß cos ( N ' X ) + Vß C08 ( N ' y ) + dß cos ( N > *)' 

etc. etc. etc. 
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also Ausdrücke, die für ein gegebenes Membran-Element dö, ebenso 
wie g, % f, cos (IM, x), cos (N, y), cos (N, z), [vgl. (1.)], bestimmte Func- 
tionen von a, ß, y, d, . . . sind; was angedeutet werden mag durch die 
Formeln: 
( . ' A = A(a, ß, ....), 

C ° B = B(«, ft....), 

etc. etc. 

Das zu berechnende d$t ist offenbar ein scliaalenförmiger Baum, 
und <7N die Dicke dieses schaalenförmigen Raumes an der Stelle des 

Elementes dö. Demgemäss hat d9t den Werth d9t = JZdNdö, d. i. 

den Werth: 

(7.) dK-ff^dNd«, 

wo das doppelte Integralzeichen ein Flächenintegral andeutet; und wo 
insbesondere der beigefügte Index 91 bemerklich machen soll; dass 
dieses Flächenintegral sich auszudehnen hat über alle Oberflächen- 
elemente do des Raumes 9t (d. i. über alle Membranen ö , 6 l} ö %} 
tf 3 , . . .). Aus (7.) folgt schliesslich durch Substitution des Werthes (4.): 

d<$i = ff m (Arfa + Bdß + Vdy H ) dt, 

oder was dasselbe ist: 

(8.) rfSR = (ff M ^d<,) da + (ff u Bat) dß + (JJ n Td«) dy+...- 

Genaueres über die Einführung der Parameter a, ß f y, d, . . . — 
Wir setzen gegenwärtig fest, die Beweglichkeit der Membranen tf , 6 l7 
ö 2 , 6 S , ... solle keine ganz beliebige, sondern von solcher Art sein; 
dass der von ihnen begrenzte Raum 9t seinem Volumen nach constant 
bleibt; sodass also jene Membranen niemals aufhören; die vollständige 
Begrenzung der gegebenen incompressiblen Flüssigkeit auszumachen. 
Und demgemäss mögen die Parameter a, ß, y, d, . . . in solcher Weise 
eingeführt gedacht werden, dass das Volumen 91 bei beliebigen Aenderungen 
der a, ß } y, Ö, ... stets denselben Werth betcaJirt. Dann ist also das 
d$t für beliebige Werthe von da, dß, dy, dS, . . . stets = 0, woraus 
mit Rücksicht auf (8.) die Formeln sich ergeben: 

(9) ff»* d *-°> 

ff, Bd " = °. 

eic. cuC.» 

und zwar als allgemein gültig für beliebige Werthe der a, ß, y, S, . 
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Beispiele. — - Ist die Flüssigkeit umschlossen von einer festaufgestellten 
Kugelschaale, und ist innerhalb der Flüssigkeit irgend ein starrer Körper 
nach Belieben beweglich, so sind im Ganzen sechs Parameter a, ß, y, d\ 
£, £ vorhanden. Denn als solche werden einzuführen sein diejenigen 
sechs Variablen, durch «welche die augenblickliche Lage jenes starren 
Körpers sich bestimmt. 

Ist ferner, um ein anderes Beispiel anzuführen, die Flüssigkeit be- 
grenzt von zwei um einen festen Mittel punct beschriebenen Ellipsoid- 
flächen a und -6 1 , deren Azenrichtungen ebenfalls fest, deren Axenlängen 
SOq, 26 , 2c„ und 2a M 26 M 2c 2 aber variabel sind, so darf, nach der 
von uns getroffenen Festsetzung, diese Variabilität keine ganz beliebige 
sein. Denn das Volumen 

±na b c Q 4 n a l b l c l 

3 3 

des von den beiden Flächen begrenzten Raumes 9i soll constant bleiben; 
und es muss also die Relation erfüllt sein: 

a <A c o — a A c i = ^> 

wo K eine gegebene Constante vorstellt. Demgemäss werden in diesem 
Fall nicht sechs, sondern nur fünf Parameter a, ß, y, fl, t einzuführen 
sein, etwa mittelst der Formeln: 

a = «, a l = d, 

aßy — K 

^o = y, <i = — ji 

Diese fünf Parameter «, (J, y, d, c können alsdann beliebige Werthe 
annehmen, wenigstens innerhalb eines gewissen Spielraumes. Denn 
selbstverständlich muss dafür gesorgt sein, dass bei irgend welchen 
Aenderungen von a, ß, y, #, e die eine Fläche stets innerhalb der 
andern bleibt. 

Das zu behandelnde Problem. — Auf die Flüssigkeit mögen von 
Aussen her irgend welche Kräfte einwirken, deren Potential ^ 

(10.) V=V{x,y,z) 

eine gegebene stetige Function der Coordinaten ist. Dies vorausgesetzt, 
stellen wir uns folgende Aufgabe; 

Die Parameter a, ß, y } ö, . . . seien gegeben als bestimmte Func- 
tionen der Zeit: 

(iL) « — « (Oi ß = ß (0, r = y (')> * — * (0, etc - e te-, 

sodass also die die Flüssigkeit begrenzenden Membranen in bestimmt 
vorgeschriebener Bewegung sicli befinden. Alsdann sind offenbar 

(12.) die Lage und Gestalt des Baumes 91, 

und ebenso die irgend einem Membran- Element dö zugehörigen Grössen 
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ri „ v il n, & cos (N, *), cos (N, y), cos (N, z), [vgl. (1.)] 

1 ' ; 1 A, B, r, A, ..:. [vgl. (6.)] 

bekannte Functionen der Zeit. 

Ferner sei gegeben der Anfangszustand der Flüssigkeit, etwa ihr 
Zustand zur Zeit t . 

Hierdurch wird alsdann die Bewegung der Flüssigkeit völlig bestimmt 
sein. Diese Bewegung soll nun näJier untersucht werden; und insbesondere 
sollen auch untersucht werden diejenigen 

(14.) Druckkräfte p, 

welche in irgetid einem Augenblick t dieser Bewegung von der Flüssigkeit 
auf die ihr anliegenden Membranen ausgeübt werden. 

In letzterer Beziehung bieten sich verschiedene Fragen dar. Re- 
präsentirt z. B. Oj irgend eine speciclle unter den Flächen <* , 6 t , ö i} 
tf 3 , . . . , etwa die Oberfläche eines in die Flüssigkeit eingetauchten 
starren Körpers, so kann man nach der translatorisclwn Kraft fragen, 
mit welcher die zur Zeit / auf diesen Körper einwirkenden Druckkräfte 
p denselben nach einer gegebenen Richtung hin fortzuziehen bestrebt 
sind, oder auch nach dem Drehungsmoment, mit welchem sie den Korper 
um eine gegebene Axe zu drehen bestrebt sind. 

Diese und ähnliche Fragen kann man unter einen allgemeinern 
Gesichtspunct bringen, indem man nach derjenigen Arbeit fragt, welche 
jene auf die Membran öj einwirkenden Kräfte p bei irgend einer vir- 
tuellen Verrückung dieser Membran leisten würden. Und hierbei kann 
diese Verrückung ganz beliebig gedacht werden, z. B. verbunden mit 
irgend welcher . CrestaWsveränderung der Membran. 

Endlich kann man die Frage noch weiter verallgemeinern, indem ' 
man sämmtliclw Membranen ö , a lf <$ t , ... gleiclizeitig irgend welchen 
virtuellen Verrückungen unterwirft, und nach derjenigen Arbeit fragt, 
welche bei diesen Verrückungen von jenen Druckkräften p geleistet 
wird. Diese letztgenannte Arbeit hat offenbar den Werth: 

(15. a) 8L=JJ^p (dg cos(N, x) + dy cos (N, y) + *£ cos(N, z))da, 

wo d{;, 617, <J£ die virtuelle Verrückung des Elementes dö (£, r\, £) vor- 
stellen, und wo die Integration ausgedehnt zu denken ist über säinmt- 
liche Oberflächenelemente dö des Raumes 9ft. Dabei bezeichnet N 
(ebenso wie früher) die der Flüssigkeit abgeweudete Normale des Ele- 
mentes da, also zugleich die Richtung der auf da einwirkenden Druck- 
kraft p. 
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Nimmt man insbesondere für d£, dy, dg diejenigen virtuellen Ver- 
dickungen, welche sich ergeben, sobald man die Parameter a, ß, . . . . 
um irgend welche Grössen da, dß, .... anwachsen lässt, setzt man also: 

so ergiebt sich aus (15. a) für ÖL der Ausdruck: 

(15. b) ÖL = fj\p (Ad« + BÖß + Vöy -\ ) dö, [vgl. (5.)] 

also ein Ausdruck von der Form: 

(15. c) dL = L x 9a + L t Sß + L 3 öy H 

Ein specieller Fall der virtuellen Arbeit ÖL ist die wirkliche Arbeit 
(IL, welche analog mit (15. a, b, c) ausgedrückt werden kann entweder 
durch : 

(16. a) dL = JJ m p (dt cos (N ; x) + d n cos (N, y) + dg cos (N, £)) dö, 

oder durch: 

(16. b) dL = ff m p (Arfa + Bdß + Ydy H ) da, 

oder durch: 

(16. c) dL = L x da + L 2 dß + L z dy H 

Dabei haben alsdann die L l9 L 2 , L 9 , . ... in (16. c), ebenso wie in 
(15. c) die Werthe: 

z i = fL p m *> 

(17.) L^ffnpBdt, 

L * - ff** rd *> 
etc. etc., 

und A, B, T, . . . die in (5.) angegebenen Bedeutungen. 

Sowohl dL wie ÖL beziehen sich auf diejenigen Druckkräfte p, 
welche stattfinden in irgend einem Augenblick t der wirklichen Bewegung. 
Während aber dL die Arbeit repräsentirt, welche diese Kräfte leisten 
bei der wirkliclien Bewegung, nämlich beim Uebergang der Membranen 
aus der Position (a, /J, . . .) in die Position (a + da, ß + dß, . . ,); 
repräsentirt andrerseits das dL diejenige Arbeit, welche die genannten 
Kräfte leisten würden bei einer gewissen virtuellen Bewegung, nämlich 
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beim Uebergang der Membranen aus der Position (a, /J, . . .) in die 
Position (a + da, ß + dß, . . .). 

Unsere Hauptaufgabe wird nun bestellen in der näheren Bestimmung 
von 8L und d\L 9 oder (was dasselbe ist), in der Berechnung der in den 
Formeln (15. c) und (16. c) enthaltenen Coefficienten L l9 L 2 , i 8 , ... 



§3. 
Zwei Methoden zur Lösung der «gestellten Aufgabe. 

Um jene durch die Formeln 

(18.) L >=ffnP* d «> 

L *=fft,iP Bd(f > 
etc. etc. 

definirten Coefficienten L t , L 2 , ... wirklich zu berechnen, bietet sich 
eine Methode ganz direct dar, während eine zweite Methode mehr ab- 
seits liegt, und erst später zu Tage treten wird. 

Die erste oder directe Methode besteht darin, dass man zuvörderst 
die unter den gegebenen Umständen eintretende Bewegung der Flüssig- 
keit, also z. B. auch den in ihrem Innern und an ihrer Oberfläche 
stattfindenden Druck p berechnet Substituirt man sodann diesen 
Werth von p in die Formeln (18.), so erhält man sofort die gesuchten 
Grössen L 19 L 2} • • . 

Denn die übrigen in jenen Formeln enthaltenen Grössen A, B, . . ., 
sowie auch der Integrationsraum 9t sind von Hause aus bekannt, und 
zwar bekannt für jedweden Zeitaugenblick. | Vgl. (12.), (13.)] 

Ueber die zweite, erst später zn eruirende Methode. — Bezeichnet 
m die Masse irgend eines Flüssigkeitstheilchens, so soll unter dem auf 
die Flüssigkeit ausgeübten Gesammtpotential W die Summe sämmt- 
licher m verstanden werden, jedes multiplicirt mit dem auf dasselbe 
ausgeübten Potential V: 

(19. a) TT— J2*mF. 

Andrerseits besitzt die lebendige Kraß T der Flüssigkeit den Werth: 

(19. b) T - i 2*m (h* + v* + w>), 

wo n, v, w die Geschwindigkeitscomponenten des Theilchens m vorstellen. 
Der Index SR in diesen Formeln (19. a, b) deutet an, dass die Sum- 
mation auszudehnen ist über alle Theilchen m des Raumes 91, d. i. 
über alle Theilchen der gegebenen Flüssigkeit. 
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Bezeichnet man die gegebene constante Dichtigkeit der incompres- 
siblen Flüssigkeit mit p, so kann man m = qdxdydz setzen, mithin 
die Formeln (19. a, b) auch so schreiben: 

(20. a) W= 9 fff 9i Vdxdydz, ' 

(20. b) T= Q 2 fff 9 (w 2 + v* + O dxdydz, 

die Integrationen ausgedehnt gedacht über alle Volumelemente dxdydz 
des Raumes SR. 

Jene zweite Methode besteht nun darin, dass man die Werthe von 
W und T für die in Rede stehende Bewegung wirklich berechnet Aus 
diesen W und T lassen sich alsdann die gesuchten Werthe der L lf 
L iy ... sofort ableiten mittelst einfacher Operationen. 

Es finden nämlich, wie weiterhin gezeigt werden soll, zwischen 
den L l} L 2 , ... und zwischen W, T gewisse Relationen statt, welche 
die Berechnung der L l9 L 2} . . . ermöglichen, sobald die Werthe der W f 
T bekannt sind. Diese Relationen stehen in naher Beziehung zu den 
Hamilton'schen Princip, und mögen demgemäss bezeichnet werden als 
die dem Hamilton sehen Princip entepreclienden Formeln. — Zuvörderst 
aber müssen wir Genaueres angeben über die eigentlichen Grundlagen 
unserer Untersuchung. 

§4. 

Die Prämissen der anzustellenden Untersuchung. 

Erste Voraussetzung. — Die Bewegung der Flüssigkeit finde statt 
ohne irgend welche (innere oder äussere) Reibung, und unterliege den 
bekannten Differentialgleichungen: 

etc. etc. 
d. i. den Gleichungen: 

(B .) »g__»JL( F + «), 

etc. etc. 

Hier bezeichnet m die Masse irgend eines Flüssigkeitstheilchens mit den 
Coordinaten x, y, z und den Geschwindigkeits-Componenten u, v } W] 
ferner p den an der Stelle x, y, z zur Zeit t vorhandenen hydrosta- 
tischen Druck; ferner q die constante Dichtigkeit der Flüssigkeit; end- 
lich V = V (x } y, z) das gegebene Potential der von Aussen her ein- 
wirkenden Kräfte. 
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• 

Betrachtet man die u, v, w nicht als die Geschwindigkeits-Coni- 
ponenten ' eines bestimmten Theilchens m 7 sondern vielmehr als Func- 
tionen des Baumpunlcts x, y, z und der Zeit t, so nehmen die Glei- 
chungen (B.) folgende Gestalten an: 

du . du . du . du d / T ^ , p\ 

at ' ex ' dy ' #z c# y ' ^y 7 

^•) gf + M ä* + " äj, + w a7 = - tj [ v + -,)> 

dw . dw , cw . dw d / Tr . p\ 

"äT + w ' + r a h w "a - " = — a" I * + r 

tf* ■ ox x dy * dz dz \ l q J 

Differenzirt man nun die zweite der Gleichungen (C.) nach z, die 
dritte nach y, und subtrahirt man sodann die beiden Gleichungen von 
einander, so gelangt man mit Rücksicht auf die bekannte Incompres- 
sibilität sbedingung : 

und unter Einführung der Bezeichnungen: 

_ dv dw 

■" dz dy } 

du dv 



cy dx 1 



zu der Formel: 



d$ ' da: ' 0«/ dz dx ' dy ' d* 7 

oder (was dasselbe ist) zu der ersten Formel des folgenden Systems: 

rf£ — du . ,. du . y du 

dt ~ ~ dx "•" dy + * ~dJ' 

rfZ 

dessen beide anderen Formeln sich in analoger Weise ableiten lassen. 
In diesen Gleichungen (F.) sind alsdann d=>, dH, dZ diejenigen Zu- 
wüchse, welche die einem bestimmten Flüssigkeitstheilchen m zugehö- 
rigen Grössen E, H, Z während des Zeitelements dt erfahren. 

Sind die einem Theildien m zugehörigen Grössen E, H, Z zu irgend 
einer Zeit gleich Null, so werden sie, wie aus (F.) hervorgeht, für dieses 
Theilchcn fortdauernd Null bleiben. 



= H 


dv 
dx 


+ H 


dv 


+ z 


dv 
dz > 


= z. 


dw 

dx 


+ H 


dw 
dy 


+ z 


dw 

Ts > 
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Man kann mit Heimholte die Grössen Z, H, Z die Wirbelcompo- 
nenten des betreffenden Theilcheus m nennen, und demgemäss ein solches 
Theilchen als wirbelfrei bezeichnen, sobald seine Componenten E, H, Z 
NuU sind. Solches festgesetzt, können wir alsdann den soeben aus- 
gesprochenen Satz auch so ausdrücken, resp. verallgemeinern: 

Sind in einem gegebenen Zeitaugenblick sämmtliche Theilchen der 
Flüssigkeit wirbelfrei, so wird Gleiches von ihnen auch gelten in jedem 
späteren Zeitaugenblick. 

Oder einfacher ausgedrückt: Ist in einem gegebenen Augenblick die 
betraclitete Flüssigkeit wirbelfrei, so wird Gleiches von ihr aueh gelten 
in jedem spätem Zeitatigenblick*) 

Zweite Voransestzung. — Wir nehmen nun an, die gegebene 
Flüssigkeit sei wirbelfrei zur Zeit t ihres Anfangszustandes, sie genüge 
also zur Zeit t an allen Stellen den Bedingungen E = 0, H = 0, Z = 0, 

d. i. den Formeln: 

dv 

~dJ 

dw 

dx 

aw 

dy 

Gleiches findet alsdann (zufolge des letzten Satzes) auch statt zu 
jeder spätem Zeit t\ sodass also w, v, w in jedwedem Zeitaugenblick t 
der zu betrachtenden Bewegung die Form besitzen: 

wo <t> = <t> (x, y, z, t) eine noch unbekannte . Function bezeichnet. 

Mittelst dieser Formeln (1.) reduciren sich aber die drei Differential- 
gleichungen (C.) auf eine einzige, nämlich auf folgende: 

« s + i m + o' + (£)*] + v +f- *». 

wo H(t) eine unbekannte Function der Zeit vorstellt, nämlich eine 
Grösse, die unabfiängig von x, y, z ist. 

Dritte Voraussetzung. — Die Bewegung der Flüssigkeit sei von 
solcher Art, dass 



dw 
dy 


— 


o, 


du 

~~di 


— 


o, 


dx 


— 


0. 



*) Dieser wichtige Satz ist bekanntlich schon von Lagrange ausgesprochen, 
worden. Der hier gegebene elegante und einfache Beweis ist meines Wissens 
zuerst von Heimholt z gegeben worden in seinem Aufsatz: lieber die Integrale der 
hydrodynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entspreclien. (Crelle's 
Journal, Bd. 55, S. 25). 
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(3.) w, v } w, p stetige Funktionen von x, y, z, t 

sind. Hieraus folgt nach (1.), dass 

/jx dO d<t> d<t> 

^ *' dx } dy ' dz 

ebenfalls stetige Functionen von z, y, 8, t sein werden. 

Substituirt man, beiläufig bemerkt, die Werthe (1.) in die bekannte 
Incompressibilitäts-Bedingung 

dx ' dy ' dz ' 

* 

so ergiebt sich, dass <t> der Differentialgleichung 

( 5 -) T& + ä? + TP = °> iLÄ *-° 

entsprechen muss. 

Vierte Voraussetzung. — Es soll angenommen werden, dass die 
zu Anfang mit den Membranen tf , a l9 ö i} tf 3; . . . . in Berührung be- 
griffenen Flüssigkeitstheilchen, fortdauernd mit denselben in Berührung 
bleiben; sodass also die Bewegung eines solchen Flüssigkeitstheilchen 
nur iu einem Fortgleiten längs der betreffenden Membran besteht.*) 

Um näher hierauf einzugehen, betrachten wir die Membran ö>, 
und zugleich die längs derselben fortgleitenden Flüssigkeitstheilchen. 
Die Membran öj ist in irgend welcher Bewegung, resp. Formveränderung 
begriffen. Sie mag zur Zeit t durch die Gleichung dargestellt sein 

folglich zur Zeit t -J- dt durch die Gleichung: 

wo h % b die Coordinaten vorstellen sollen. Repräsentirt also (i irgend 
ein Molecül dieser Membran 6 j7 und bezeichnet man die Coordinaten 
von (i zu den Zeiten t und t + dt respective mit 

und 

g + dg, n + dn, t + dt, 

so werden die erstem der Gleichung («.), die letztern der Gleichung (/J.) 
Genüge leisten; sodass man erhält: 

f(£, n , t, t) = o, 
- f(l + d%, n + dv, t + K, < + rfQ-o, 

*) Man vgl. übrigens die Bemerkung von Kirchhoff in seinen Vorl. über Math. 
Physik. 1876. Seite 108. . 
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und hieraus durch Subtraction: 

<*■'* H d6 + Tn dr} + ¥t dt + Vt dt - °' wo >"- ^ '> & '>• 

Nun bleiben die zu Anfang mit der Membran Oj in Berührung 
begriffenen Flüssigkeitstheilchen w, nach unserer Voraussetzung, fort- 
dauernd mit derselben in Berührung. Betrachten wir insbesondere 
dasjenige dieser Theilchen m, welches die Membran tf, zur Zeit t an 
der Stelle ft, d. i. im Punkte 

berührt, und bezeichnen wir den noch unbekannten Punct, in welchem 
dasselbe die Membran öj zur Zeit t + dt berühren wird, mit 

l + dx, n + d v, i + dz, 

so werden diese Berührungspuncte resp. den Gleichungen (a.) und (ß.) 
Genüge leisten. Somit folgt: 

/■«,*, 6, = 0, 

f{£ + dx, n + d V , t + dz, t + dt) = 0, 
und hieraus durch Subtraction: 

Aus (y.), (d.) folgt jetzt aber sofort: 

(..) ?-J (dz - dg) + \ f n (dy - d V ) + |J (Ar - dt) - 0, 

oder was dasselbe ist: 

(t) (dx — dl) cos (N, x) + (dy — rf i?) cos (N, y) + {dz — dt) cos (N, e) = 0, 

oder falls man durch dt dividirt, und die Geschwindigkeitscomponenten 
dt '* di } dt ^ es ^' üssigkeitstheilchens m mit u, v, w bezeichnet 

<*) ( M _ a«) C08 < N > *) + (»- 1?) C08 ( N > y) +. (* - ff) C08 ( N > *) - °> 

oder, falls man für w, t\ w die Werthe (1.) p. 15 substituirt: 

<*•) \ N - ff C0S < N ' *> + J-I C0S ( N > ^ + ff C08 ( N > *> 

Dabei repräsentirt (wie früher) das N die auf der betrachteten Membran 
errichtete, der Flüssigkeit abgewendete Normale. 

Die Goordinaten g, r\ } £ des Membran theilchens ft sind abhängig 
von den Parametern a, /3, y, d, . . . . , und diese Parameter ihrerseits 
sind gegebenen Functionen der Zeit (vgl; p. 9). Somit, folgt: 

Xeumanu, Hydrodynamische Uutertuchungeu. 2 
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d£ = H da , H dßi 
dt dadt*dßdt~* 

drj drj da . drj dß , 

~di ~ da ~di "» d~ß ~di ' 

d£ = H da , _afdp , 
dt a« dt » a/3 dt » 

Demgemäss nimmt die Formel (0-.) die Gestalt an: 
/ v d<t> * da . D dß . r dy . A dd . 

wo A, B, T, A, . . . die mehrfach erwähnten Ausdrücke (5.) p. 7 vorstellen. 

Für einen gegebenen Zeitaugenblick t sind die Lage und Gestalt 
des Raumes SR vollständig bekannt, oder (um ein anderes Wort zu 
brauchen) in bestimmter Weise vorgeschrieben. Gleiches aber gilt in 
dem gegebenen Zeitaugenblick auch von denjenigen Werthen, welche 
die rechte Seite der Formel (th) oder (i.) für die einzelnen Oberflächen- 
elemente dö dieses Raumes SR besitzt. [Vergl. die Bemerkungen bei 
(12.), (13.) p. 9]. So ergiebt sich der Satz: 

In einem gegebenen Zeitaugenblick t sind die Lage und Gestalt des 

Raumes SR in bestimmter Weise vorgeschrieben. Und die nodi 

uiibekannte Fundion <t> = <t> (x, y, z, t) muss von solcher BescJiaffen- 

Pitt 
heit sein, dass ihr Di/ferentialquotient ^ in jenem Augenblick an der 

Oberflädic des Raumes SR bestimmte vorgeschriebene Werthe besitzt. 
Diese vorgeschriebenen Werthe lassen sich analytisch ausdrücken nach 
Belieben entweder durch: 

< & ) im-Tt cos < N ' *) + Tt C08 ( N ' *> + Tt C08 < N ' ")> 

oder durch: 

\p- a ; 0n — A dt + b dt -r " dt -r * dt -f- 

Im Allgemeinen wird der letzteren Formel, als der einfacheren, der Vor- 
zug zu geben sein. 

Bemerkung. — Multiplicirt man die Formel (6. a) mit dö, und inte- 
grirt sodann über alle Elemente dö der Flächen a , ö l} ö 2 , ö s , ..., 
so erhält man: 

//. k » - {ff. *<•) » + {ff ™° ) » + • • • 

also mit Rücksicht auf (9.) p. 8: 

('•) ff. m * - o- 
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§ s. 

Die Grundformeln der ^Theorie. 

Um nun unter den gegebenen Umstünden die Bewegung der 
Flüssigkeit zu ermitteln, haben wir <t>, u, v, w, p als Functionen von 
x, y, z, t zu bestimmen. Und zu diesem Behuf haben wir im Ganzen 
sechs Formeln in Händen, nämlich die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.), (5) 
und (6.) resp. (6. a). Um diese sechs Formeln in eine mehr geeignete 
1 leihenfolge zu versetzen, beginnen wir mit den auf <J> bezüglichen 
Formeln (4.), (5.) und (6. a): 

(I. a) -7J— , -p- 7 -K- sollen im Räume SR stetig sein. 

(I. b) AO soll im Räume SR überall = sein, 

(I. c) der Differentialquotient «-rr soll an der Oberfläche von SR die 

vorgeschriebenen Werthe haben : ^ = A -£ -f- B -~ -f- • • • • 
Sodann lassen wir folgen die u, v, w betreffenden . Formeln (1.): 

Endlich fügen wir hinzu die zur Berechnung von p dienenden Be- 
dingungen (2.), (3.): 

<«•• •)*? + * [(£)' + (#' + (I?)'] + f + f - » ex 

(III. b) jp soll eine stetige Function von x, y, z, t sein. 

Dabei bezeichnet H(t) eine völlig unbekannte Function der Zeit, 
während q die gegebene constante Dichtigkeit der Flüssigkeit vorstellt. 

Hiermit sind alle Formeln erschöpft, die sich aus unsern Prä- 
missen zur Bestimmung der Functionen O, u, v, w, p eruiren lassen. 
Und es fragt sich also zunächst, ob diese Formeln zur Bestimmung 
jener vier Functionen O, u, v, iv, p wirklich ausreichend sind, — eine 
Frage, welche namentlich für <t> nicht ganz leicht zu beantworten ist. 

Nehmen wir vorläufig an, <t> sei bereits bestimmt. Alsdann er- 
geben sich mittelst (IL) und (III. a) die zugehörigen Werthe von w, 
v, w, p. Das in solcher Weise berechnete jp wird aber behaftet sein 
mit dem unbekannten additiven Gliede q H(t). 

Wir sehen somit, dass wir den Druck p niemals vollständig zu be- 
stimmen im Stande sind, sondern nur bis auf ein additives Glied, welches 
eine unbekannte Function der Zeit bleibt. 
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Diese ünvollkommenheit hat ihren Grund in der Natur der gestellten 
Aufgabe, wie sich leicht an einem speciellen Fall zeigen läset 

Wir nehmen an, das Potential V sei =0, und die Flüssigkeit be- 
finde sich während des Anfangszustandes in Ruhe, eingeschlossen in eine 
elastische, völlig gleichmässig gearbeitete kugelförmige Membran (die 
etwa aus Gummi oder Kautschuck bestehen kann). In diesem Anfangs- 
zustande wird alsdann der Druck p im Innern der Flüssigkeit constant, 
etwa = A sein. 

Denken wir uns nun dieses System ringsum von Luft umgeben, und 
diese Luft durch irgend welche Vorrichtungen mehr und mehr ver- 
dichtet, so wird hierbei die Oberfläche der Flüssigkeitskugel (weil die 
Flüssigkeit incompressibel ist) völlig ungeändert bleiben, trotzdem aber 
der Druck p im Innern der Kugel, welcher zu Anfang = A war, mehr 
und mehr wachsen, also eine Function der Zeit sein. 

Und diese Function der Zeit kann offenbar nur dann bestimmt werden, 
wenn die von Aussen her (durch den Druck der Luft) auf die Membran 
ausgeübten Kräfte bekannt sind, und ebenso auch die elastischen Kräfte, 
mit denen die einzelnen Molecüle der Membran auf einander einwirken. 

Analoges wie in diesem Beispiel wird in jedem andern Fall zu be- 
merken sein. Wollte man also bei der vorgelegten allgemeinen Aufgabe 
jene unbekannte Function der "Zeit, welche im Werihe von p als additives 
Glied sich einstellt, wirklich zu bestimmen versuchen, so müsste man vorher 
bekannt sein nicJit allein mit dem Buhe- resp. Bewegungszustande 
der Membranen, sondern überdiess auch mit sämmtlichen äussern und 
inner n Kräften, unter deren Einwirkung jener Buhe- resp. Bewegungs- 
zustand stattfindet. — Eine solche Bekanntschaft aber haben wir nicht 
vorausgesetzt. 

§6. 

Allgemeine Betrachtungen über eine. Function von x 9 y 9 z 9 deren 

erste Ableitungen nach x 9 y 9 z innerhalb eines gegebenen 

Baumes überall stetig sind. 

Hinsichtlich des sogenannten Geschwindigkeitspotentiales O = 

(x, y, z, t) ist bekannt [vgl. (I. a)], dass seine Ableitungen *-, «•-, «- 

im Räume 9t überall stetig sind. Indem wir nun die hieraus für <t> 
selber entspringenden Consequenzen näher untersuchen wollen, sind 
mehrere Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Raum 9t einfach zu- 
sammenhängend ist, oder zweifach zusammenhängend , oder endlich von 
ganz beliebiger Beschaff enlwit. 

Einfach zusammenhängender Ranm. — Man nennt bekanntlich einen 
Raum 9t einfach zusammenhängend, wenn jedwede innerhalb 91 con- 
struirte geschlossene Curve durch eine allmählig fortgehende Defor- 
mation und ohne dabei die Grenze von 91 zu überschreiten, in einen 
unendlich kleinen Kreis resj>. in einen Punkt verwandelt werden kann. 
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Demgemäss ist z. B. der Innenraum einer Kugelfläche oder Ellipsoid- 
fläche ein einfach zusammenMngender. Denkt man sich ferner einen 
Raum SR, der begrenzt ist von einer äusseren Fläche 6 und beliebig 
vielen , inneren Flächen 6 lf 6 2} 6 3 , ... und setzt man voraus, dass all' 
diese Flächen Kugelflächen oder Ellipsoidflächen sind, so wird der so 
definirte Raum SR wiederum ein einfach zusammenhängender sein. 

Ist nun ein solcher einfach zusammenhängender Raum SR gegeben, 

sind ferner innerhalb dieses Raumes w = ö~ , v = «— , w = ö— ge- 

dx' dy' dz ° 

geben als stetige Functionen von x, y, z, und ist endlich noch derjenige 
Werth O gegeben, welchen <t> selber in irgend einem Puncte x 0} y 0f z 
des Raumes SR besitzt, so bestimmt sich der Werth von <t> für irgend 
welchen andern Punct x, y, z des Raumes SR mittelst der Formel: 

die Integration hinerstreckt längs irgend welcher im Räume SR von x , 
y , z nach x, y y z laufenden Curve A. 

Dieser Formel zufolge scheint der Werth <t> im Puncte x, y, z 
mit abhängig zu sein von dem Integrationswege A\ sodass man also 
möglicherweise, bei Anwendung eines andern solchen Weges B, im 
Punct« x, y, z an Stelle von <t> einen andern Werth 0' erhalten würde: 

( 2 .) *-w.(^*+£*+|?4 

Um dies näher zu untersuchen, subtrahiren wir die beiden Formeln 
(1.), (2.), und erhalten alsdann: 

(3 .) ♦*_/;(£„+£„+£*,), 

oder was dasselbe ist: 

(4.) — O' = f c (udx + vdy + wdz) } 

die Integration hinerstreckt über die aus A und B zusammengesetzte 
geschlossene Curve C, und zwar in der Richtung von A. 

Die Linien A, B, C liegen völlig innerhalb des Raumes 8t, und 
dieser ist nach unserer Voraussetzung ein einfach zusammenhängender. 
Folglich kann die geschlossene Curve C, durch stetige Deformationen 
und ohne dabei die Grenze des Raumes SR irgendwo zu überschreiten, in 
einen unendlich kleinen Kreis respective in einen Punct verwandelt 
werden. Die aufeinanderfolgenden Gestalten, welche jene Curve bei 
diesen stetigen Deformationen der Reihe nach annimmt, bilden also 
zusammengenommen ein innerhalb SR liegendes Flächenstück f 7 welches 
die ursprüngliche Curve C zur Randcurve hat. Nach einem bekannten 
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Satz*) kann alsdann aber das Öwrven-Integral (4.) umgewandelt werden 
in folgendes über die Fläche f sich ausdehnendes Integral: 

(*■> ar(«<s-&+d<j;-j3 +'&-$)# • 

Dabei bezeichnet df irgend ein Element der Fläche f } und gleichzeitig 
sind a, ß, y die Richtungscosinus der auf df errichteten Normale. Da 

d<t> #<t> d<b .,,. t> dw dv ~ . , . , 

nun u = q— , v = -5-, w = -*— , mithin z. B. -5 -5- = ist, so wird 

ox J oy dz 7 oy dz ' 

das Integral (5.) offenbar = sein. Und Gleiches gilt daher auch 
vom Integral (4.), d. i. von O — <J>\ Somit folgt: 
(6.) * = <t>'. 

Hiemit aber ist nachgewiesen, dass der Werth von <t> im Puncte 
x, y } z von dem angewandten Integrationswege A resp. B völlig un- 
abhängig ist, also nachgewiesen, dass die Function <t> im Puncte x, y, z 
nur einen Werth haben kann. 

Denkt man sich diesen einen Werth O nun z. B. dargestellt durch 
die Formel (1.), und lässt man in dieser Formel den Endpunct x, y, e 
des Integrationsweges A in stetiger Weise fortschreiten, so wird hiebei 
der Werth des Integrales, mithin auch der Werth von <J> sich Schritt 
für Schritt in stetiger Weise ändern. Demgemäss gelangen wir zu 
folgendem Satze: 

Sind innerhalb eines einfach zusammenhängenden Baumes SR die 

^<J) $cj) ${J) 

Werthe von «-, j-, y- gegeben als stetige Functionen von x y y, z, so 

wird O selber sich festsetzen lassen als eine Function , die innerhalb SR 
überall eindeutig und stetig ist 

Und zwar bedarf es, um diese Function zu einer völlig bestimmten 
zu machen, nur noch der Angabe des Werthes, den <t> in irgend einem 
speciellen Punct x , y , z des Baumes SR besitzen soll. 

Zweifach zusammenhängender Raum. — Kann ein gegebener Raum 
SR mittelst eines Querschnittes q (d. i. mittelst einer durch das Innere 
von SR gelegten Fläche q, deren Randcurve in der Oberfläche von SR 
liegt) in einen einfach zusammenhängenden Raum verwandelt werden, 
so heisst jener ursprünglich gegebene Raum SR ein zweifach zusammen- 
hängender. 

Denkt man sich z. B. eine ringförmige Rotationsfläche von kreis- 
förmiger oder elliptischer oder vielleicht auch quadratischer Meridian - 
curve, so wird der Innenraum dieser Fläche ein zweifach zusammen- 
hängender sein. Denn führt man durch diesen Raum etwa in der 

*) Vgl. z. B. Neumann: Theorie der elektrischen Kräfte. Teubner, 1873, p. 88. 
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Ebene einer solchen Meridiancurve einen Querschnitt q, so verwandelt 
sich derselbe hierdurch in einen einfach zusammenhängenden Kaum. 

Denkt man sich ferner einen Baum 9t begrenzt von zwei inein- 
ander liegenden Flächen ö und ö l , und nimmt man an, die äussere Fläche 
ö sei eine Kugelfläche, die innere Fläche a t hingegen sei eine ring- 
förmige Rotationsfläche, so wird jener Baum 9t wiederuni ein zweifach 
zusammenhängender sein. Denn construirt man innerhalb 91 einen 
Querschnitt q, der einen Parallelkreis der Fläche 6 X zur Bandcurve hat, 
so verwandelt sich hierdurch der Baum 9% in einen einfach zusammen- 
hängenden Baum. 

Sind nun innerhalb irgend eines zweifach zusammenhängenden 

Raumes 9t die Werthe von ~-, -~-, «— gegeben als stetige Functionen 

von x, y, z } und denkt man sich jenen Baum 9t mittelst eines Quer- 
schnittes q in einen einfach zusammenhängenden Baum © verwandelt, 
so wird <J> selber (zufolge des vorhergehenden Satzes p. 22) inner- 
halb © überall eindeutig und stetig, möglicherweise aber zu beiden Seiten 
der Fläche q mit verschiedenen Wertheu behaftet sein. Bezeichnet man 
indessen diese Werthe von <J> zu beiden Seiten von q mit <t> t und 2 , 
und setzt: 

<t> 2 — *i = *> 
so wird dieses x an allen Stellen der Fläche q einerlei Werth haben. 

Denn die Ableitungen g--, -«- -, g— sind im ganzen Baume 9t (nach 
unserer Voraussetzung) stetig, und haben also, was © betrifft, zu beiden 
Seiten von q einerlei Werthe; demgemäss ist also - — V~ — = 0, 
- (<t y~ 0l) = 0, d ( °' a 7 0l) = 0; und hieraus folgt, dass (<t> 8 - Q t ) 

selber von x, y, z unahängig, also an allen Stellen der Fläche q von 
einerlei Werth ist. Q. e. d. 

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Sind innerhalb eines zweifach zusammenhängenden Baumes 9t 

die WerÜie von -fr* IT' IT 9 e ff e ^ )en a ^ stetige Functionen von x, y, z, 

und versteht man unter q irgend einen Querschnitt, durch welchen der 
Baum 9t sich in einen einfach zusammenhängenden Baum verwandeln 
würde, so lässt sich die Function <t> in solcher Weise festsetzen, dass sie 
im Baume 9t, bis auf den Querschnitt q, überall eindeutig und stetig, 
in diesem Querschnitt aber mit einer Differenz 

<t> 2 — l = x 
behaftet ist, welche an allen Stellen von q ein und denselben Werth hat. 
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Ein beliebig gegebener Raum 91, der etwa von einer äusseren 
Fläche 6 und irgend welchen inneren Flächen 6 l9 6 % , tf 3 , .... begrenzt 
ist, wird stets durch irgend welche Anzahl von Querschnitten in einen 
einfach zusammenhängenden Raum verwandelt werden können. 

Sind z. B. im Ganzen drei solche Flächen ff , 6 l7 <7 2 vorhanden, 
und hat die äussere Fläche ö die Gestalt einer Kugelfläche, während 
jede der beiden innern Flächen 6 1} 6 2 die Gestalt einer ringförmigen 
Rotationsfläche besitzt, so wird der Raum 9t mittelst zweier Quer- 
schnitte q t und q 2 in einen einfach zusammenhängenden Raum ver- 
wandelt werden können; wobei allerdings, was im Genauem die Lage 
jener Querschnitte betrifft, zwei Fälle zu unterscheiden sind, je nachdem 
die beiden Ringflächen 6 X und a 2 neben einander liegen, oder aber (wie 
zwei Glieder einer Kette) einander umschlingen. 

Im ersten Fall können die Querschnitte q x und q., etwa so aus- 
geführt werden, dass der Rand von q l ein Parallelkreis von 6 l9 und 
der von q t ein Parallelkreis von ö 2 ist. 

Im letztern Falle hingegen ist für q l ein Flächenstück zu nehmen, 
dessen äusserer Rand ein Parallelkreis von <7 U und dessen innerer Rand 
eine Meridiancurve von cf 2 ist, sodann aber für q 2 ein Flächenstück, 
bei welchem umgekehrt der äussere Rand ein Parallelkreis von 6 t7 und 
der innere eine Meridiancurve von 6 X ist. 

Analog wie vorhin werden wir nun offenbar bei einem beliebig 
gegebenem Räume zu folgendem Satz gelangen. 

Sind innerhalb irgend eines Raumes 9t die WertJic von ~- -, ^-, - — 

9 ox 7 dy } dz 

gegeben als stetige Functionen von x, y, z, und denkt man sich diejenigen 
Querschnitte construirt, durdi wdcJien 9t in einen einfach zusammen- 
Mngenden Baum übergeht, so wird sich die Function <t> in sölcJier Weise 
festsetzen lassen, dass sie im Baume 9t, mit Ausnahme jener Querschnitte, 
überall eindeutig und stetig ist, in jedem solchen Querschnitt q aber 
mit einer Differenz <t> 2 — <t> l = x behaftet ist, welcJw an allen Stellen 
von q einerlei Werth hat 

Auch wird dieser Werth x bei irgend welcher Deformation der 
Fläche q ungeändert bleiben. Denn man kann ja eine solche Defor- 
mation stets der Art ausführen, dass man zuerst nur einen Theil der 
Fläche q deformirt, und sodann die Deformation des andern Theiles 
folgen lässt. Demgemäss ist also hinzuzufügen, 

dass die im Querschnitt q vorhandene Differenz x für alle Stellen 
und alle Deformationen dieses Querschnittes ein und denselben Wertii 
hat, — ■ kurz, dass 'sie unabhängig ist von x, y, z. 
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Beiläufige Bemerkung. — Man könnte einen Raum 9ft, der durch 
n Querschnitte in einen einfach zusammenJiängmden Raum verwandelbar 
ist, als (w -f- \)fach zusammenhängenden bezeichnen. Doch würde hiezu 
(abgesehen davon, dass derartige Distinctionen für unsere Zwecke un- 
nöthig sind) zuvörderst eine genauere Festsetzung über den Begriff des 
Querschnittes erforderlich sein. 

§7. 

Die charakteristischen Eigenschaften des Geschwindigkeitspotentials 
für den Fall eines einfach zusammenhängenden Baumes. 

Die Anwendung der soeben gefundenen Sätze auf das Geschwindig- 
keitspotential <J> ist keinem Bedenken unterworfen, falls wir nur fest- 
halten an der schon gemachten Voraussetzung, dass die Geschwindig- 
keitscomponenten der Flüssigkeit u f v } iv d. i. die Ableitungen jenes 
Potentials nach x y y, z durchweg stetig sein sollen, [vgl. (I. a) p. 19]. 

Ist also z. B. der von der Flüssigkeit oecupirte Raum 9t ein ein- 
fach zusammenhängender, so wird das Gescfiwindigkeitspotmtial <t> im 
Ganzen folgende EigenscJmßen liaben: 
(I.) selber ist im Baume 91 überall stetig; 

(I. a) 7j-, ß-? ~ä~ sind gleichfalls in 9t überall stetig; 

(I. b) AO ist in 91 überall = 0; 

(I. c) an der Oberfläche von 91 hat ^ die vorgeschriebenen WertJie: 

a4> _ a da i r d ß I 

_ ~_> *\ — — i n — — I * • • • • 

0N n dt ^ D dt ^ 

In der That ergeben sich all 7 diese Eigenschaften in unmittelbarer 
Weise theils aus dem Satze p. 22, theils aus den Formeln p. 19. 

Wir fügen hinzu: Durch die eben genannten Eigenschaften (I.), 
(I. a, b, c) ist das Geschwindigheitspotential 

(i.) o 

völlig bestimmt bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhängen- 
des Glied. 

Beweis. — Sind nämlich <$> und V irgend zwei den Bedingungen (I.), 
(I. a, b, c) entsprechende Functionen, und setzt man 

M <J> — V = Q, 

so sind in Folge jener Bedingungen 
(ß.) Q stetig im Räume 9t, 

(y.) IT* IT* ~7T Unfalls stetig im Räume SR, 
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(<*.) Aß — im Räume SR, 

(*•) öxi = an der Oberfläche von SR. 

Aus (ß.\ (y.), (<?•) aber ergiebt sich mittelst eines bekannten Green'schen 
Satzes die Formel; 

<» x/r. [©'+©'+ öV»««-//>§->. 

die Integrationen links und rechts ausgedehnt über alle Volumelemente 
dxdydz resp. über alle Oberflächenelemente da des Raumes SR. Aus (f.) 
folgt nun weiter mit Rücksicht auf (*.) 

«■> jODT. [©' + ©* + 0] *** - •■ 

mithin: 

<*> d~x = > lhj = > ä7=°- 

Folglich hat ß, d. i. <t> — V einen von #, y, 2 unabhängigen Werth, und 
kann also nur noch eine Function der Zeit sein. Q. e. d. 

Aus diesem Satze (1.) folgt nun weiter, dass die Gesdhwindigkeits- 
Componenten der Flüssigkeit: 

/Ck N d<t> dQ> dQ> 

( 2 -) «=3V V== Ty> W = T, 

durch die Bedingungen (L), (I. a, b, c) vollständig bestimmt sind. Denn 
jenes unbekannte nur noch von der Zeit abhängende additive Glied 
im Werthe von <J> verschwindet bei Bildung der Ableitungen nach 

x, y, 0. 

Blickt man von Neuem zurück auf jene Bedingungen (L), (I. a, 
b, c), so bemerkt man, dass dieselben wesentlich abhängen von der ge- 
gebenen Bewegung der Membranen, nämlich behaftet sind mit den diese 
Bewegung repräsentir enden Functionen a = a (t), ß = ß (t), .... Oder 
genauer ausgedrückt: Jene Bedingungen sind behaftet einerseits mit 
den augenblicklichen Werthen der a, ß, . . . selber, insofern als durch 
diese die augenblickliche Lage und Gestalt des Raumes 9t, wie auch 
die augenblicklichen Werthe der in (I. c) vorhandenen Functionen 
A, B, . . . [vgl. (6.) p. 8] sich bestimmen; und andrerseits sind sie 
behaftet mit den augenblicklichen Werthen der Differentialquotienten 

df> -jt, . . ., welche direct in (I. c) sich vorfinden. 

Gleichzeitig bemerkt man, dass die Bedingungen (I.), (I. a, b, c) 
durchaus unabhängig sind vom Anfangszustand der Flüssigkeit 
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Diese den Anfangszustand ganz ignorircnden Bedingungen sind aber 
trotzdem, wie aus Satz (2.) ersichtlich, zur Bestimmung der Bewegung 
der Flüssigkeit, nämlich zur Bestimmung ihrer Geschwindigkeits- 
Componenten w, v, w, bereits völlig ausreichend. Wir können somit 
sagen: 

Ist der von der Flüssigkeit eingenommene Raum ein einfach zu- 
sammenhängender, und ist die Bewegung der Membranen mittelst der 
Functionen 

(3.) «-«(0, ß = ß(f),.... 

in bestimmter Weise gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der 
Flüssigkeit, aucJi ohne Kenntniss ihres Anfangszustandes, bereits 
vollständig bestimmt sein. 

Die Bewegung der Flüssigkeit ist mithin unabhängig von ihrem 
Anfangszustand. Als Grund dieses sonderbaren Resultates kann man 
etwa anführen, «dass durch die gegebene Bewegung der Membranen 
jener Anfangszustand der Flüssigkeit schon mitbestimmt ist, wie solches 
sich sofort ergiebt, falls man nur den Satz (3.) in Anwendung bringt 
auf die Zeit t des Anfangszustandes. 

Da übrigens die Bedingungen (L), (1. a, b, c), wie schon bemerkt, 

d a 

nur die a, ß, . . . selber und deren erste DifFerentialquotienten ^- , 

-j| , . . . enthalten, so können wir den Satz (3.) etwas genauer auch so 

ausdrücken: 

Ist der von der Flüssigkeit eingenommene Raum einfach zusammen- 
hängend, und sind für irgend einen Augenblick t die Werthe von 

(4.) a, ß, ... und -£, -£, 



.... 



gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit für diesen 
Augenblick t bereits vollständig bestimmt sein. 

Wir betrachten beispielsweise den Fall, dass die Membranen un- 

beweglich, mithin -£, -£, . . . Null sind. Alsdann verschwindet die 

rechte Seite der Formel (I. c); so dass also in diesem Falle den Be- 
dingungen (I.), (I, a, b, c) genügt wird durch 

<t> = h (*), 
wo h (t) eine unbestimmte Function der Zeit vorstellt. Hieraus folgt 

mittelst der Relationen t* = -5- , v = -5- , w = -5- , sofort 

dx* dy 7 dz ' 

u = 0, v = 0, w *= 0. 
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Auch erkennt man aus den Sätzen (1.), (2.), dass diese Werthe von 
0, u, v } w nothwendiger Weise die richtigen sind; denn neben diesen 
Werthen können, zufolge jener Sätze, keine andern existiren, welche 
den gestellten Bedingungen (I.), (I. a, b, c) ebenfalls Genüge leisteten. 

Ist also der von der Flüssigkeit eingenommene Baum einfach zu- 
sammenhängend, und sind die diesen Raum begrenzenden Membranen 
(5.) in Buhe, 

so tvird sich die Massigkeit selber nothwendiger Weise ebenfalls in Buhe 
befinden. 

Sind z. B. die Membranen in einer continuirlich fortschreitenden, 
aber ab und zu erlösctienden Bewegung begriffen, der Art, dass z. B. im 
Augenblick t x ein Ruhezustand der Membranen eintritt, ebenso etwa später 
im Augenblick t 2 , ebenso später im Augenblick t 3 , u. s. w., so wird 
in jedem solchen Augenblick auch die Flüssigkeit in Btdte sein. 

Es wird mithin die lebendige Kraft der Flüssigkeit in jedem solchen 
Augenblicke immer wieder zu demselben Werth (nämlich zum Werthe 
Null) zurückkehren. 

Man könnte vielleicht vermuthen, dass einigermassen Analoges 
auch gelten werde für den Fall eines nicht einfach zusammenhängenden 
Raumes, dass etwa die lebendige Kraft der Flüssigkeit auch in diesem 
Fall in den Augenblicken t i9 t 2 , / 3 , etc. stets von Neuem zu ein- und 
demselbeti Werth (wenn auch nicht gerade zum Werthe Null) zurück- 
kehren werde. Diese nicht unwichtige Frage soll später (in § 9) 
weiter behandelt werden. 

Bemerkung. — Nach unserer (p. 15) ein für alle Mal gemachten Vor- 
aussetzung soll der Anfangszustand der betrachteten Flüssigkeit wirbel- 
frei sein. Und Gleiches gilt in Folge dessen, wie früher bewiesen wurde 
(p. 15) auch für alle späteren Zustände der Flüssigkeit. 

Jene Voraussetzung ist selbstverständlich bei den Sätzen dieses § 
stets im Auge zu behalten. Mit grösserer Ausführlichkeit wurden daher 
z. B. die Sätze (4.), (5.) so auszusprechen sein. 

Ist der von der Flüssigkeit oecupirte und von den gegebenenen Mem- 
branen begrenzte Baum einfach zusammenhängend, und sind für irgend 
einen A ugenblich die Lagen und Geschwindigkeiten jener Membranen 
gegeben, so tvird hiedurch der augenblickliche Bewegungszustand dir 
Flüssigkeit, falls er wirbelfrei sein soll, bereits vollständig und eindeutig 
bestimmt sein. Sind insbesondere die Geschwindigkeiten der Membranen 
Null, so ist dieser eindeutig bestimmte Bewegungszustand der Flüssigkeit 
nichts Anderes als der Zustand der Ruhe. Mit andern Worten: 

Ist die Flüssigkeit von festen Wänden eingeschlossen, und der von 
ihr eingenommene Baum ein einfach zusammenhängender, so teird die 
Flüssigkeit, falls sie wir bei frei bleiben soll, gar keiner Bewegung fähig, 
mithin zu beständiger Buhe verurtheilt sein. 
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§ 8. 

Die charakteristischen Eigenschaften des Gesohwindigkeitspotentials 

für den Fall eines mehrfach zusammenhängenden Baumes. 

Von welcher Beschaffenheit der von der Flüssigkeit occupirte 
Raum SR auch sein mag, stets wird sich derselbe durch irgend welche 
Querschnitte q, q 7 q\ ... in einen einfach zusammenhängenden Raum 
verwandeln lassen. Und das Geschwindigkeitspotential <J> wird alsdann, 
weil seine Ableitungen nach x, y, z in SR überall stetig sein sollen 
[vgl. (I. a) p. 19], im Räume SR, mit Ausnahme der Querschnitte q, q, 
q y . . . , überall stetig, in jenen Querschnitten aber mit irgend welchen 
Werthdifferenzen x, x', x", . . . behaftet sein, die unabhängig von x, y, 
z, also nur noch Functionen der Zeit sind. Dies ergiebt sich unmittel- 
bar aus den Sätzen p. 24. 

Sind nun, was z. B. den Querschnitt q betrifft, <t> l9 V u p L und 
<t> 2 , V i7 p 2 die Werthe der Functionen O, V f p zu beiden Seiten dieser 
Fläche q, so muss nach (III. a) p. 19 auf der einen Seite von q die 
Gleichung stattfinden: 

* + *[<£)'+(£)■ + (£)'] + n + f - *<o, 

und auf der andern die analoge Gleichung: 

& + * fö&)* +m'+ f^r] +»■.+*-* «>. 

Subtrahirt man aber diese beiden Gleichungen von einander, und be- 
achtet dabei, dass V im Räume SR allenthalben stetig ist, dass ferner 

Gleiches nach (I. a), (III. b) p. 19 auch von a-, j-, *- und p gilt, und 

dass folglich die Relationen stattfinden: 

V\ = Pil Vi — A 
#<t>, d<t> 2 #<t>, £0,, e/'O, d<t>„ 

dx der ' dy dy } dz dz ' 

so erhält man: 

d (0, - 0.) _ 
dt" ~ } 

also, weil die dem Querschnitt q zugehörige Differenz <t>^ — <t> x mit x 
bezeichnet worden ist, 

d — = 
dt 

Folglich ist dieses x nicht nur von x } y, z } sondern auch von t unab- 
hängig, mithin constant Gleiches gilt offenbar von x', x", .... Diese 
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Grössen x, x\ x" } . . . werden also zur Zeit t genau dieselben Werthe 
haben wie z. B. zur Zeit des Anfangszustandes ; also zu bezeichnen 
sein als gewisse, jenem Anfangsgustand eigenthümlicJie Constanten. 

Das Geschwindigkeitspotential <t> besitzt also, falls der von der 
Flüssigkeit oecupirte Baum 9t durch irgend welche Querschnitte q, q, 
q", .... in einen einfach zusammenliängenden Baum verwandelt gedacht 
wird, im ganzen folgende Eigenschaften: 

(L) selber ist im Baume 9t, mit Ausnahme der Querschnitte q, 
q\ q\ . . ., überall stetig, in diesen QuerscJmitten aber mit con- 
stanten Differenzen x, x', x", . . . behaftet, deren WertJie sich be- 
stimmen durch den gegebenen Anfangszustand der Flüssigkeit; 

(La) -7J-, «-, 7j— sind im Baume 9t ohne Ausnahme überall stetig; 

(Lb.) AO ist im Baum 9t überall = 0; 

(I. c) an der Oberfläche des Baumes 9t besitzt der Differentialquotient 
von nach der Normale die vorgeschriebenen Werthe: 



^^<t> _ *da todß. 

äN — A dt ^ ö dt^ 



. . . . " 



wie sieh solches sofort ergiebt mit Rücksicht auf die früher auf- 
gestellten Formeln (p. 19). 

Wir können hinzufügen: Durch diese Bedingungen (L), (I. a, b, c) 
ist das Geschwindigkeitspotential 

(i.) * 

vollständig bestimmt bis auf ein additives, nur noch von der Zeit ab- 
hängendes Glied. 

Beweis. — Es seien <t> und V irgend zwei den Bedingungen (I.), 
(I. a, b, c) entsprechende Functionen, und es werde gesetzt: 

(«.) O - V = Q. 

Sind nun <$>j , V M öj und 4> 2 , V, , ö 2 die Werthe der Functionen 4>, V, Q 
zu beiden Seiten des Querschnitts q, so ist nach (I.) 

<t> 2 — O t = x, 
mithin 

Q 2 - Q t = 0. 

D. h. ß hat zu beiden Seiten der Fläche q einerlei Werth. Gleiches 
gilt offenbar für q, q\ . . . Folglich ist 

(ß.) Q im Räume SR überall stetig. 

Ferner sind in Folge der Bedingungen (I. a, b, c) 

r v ) ö— • -ö— , ^- ebenfalls in SR überall stetig. 

Krj dx' oy* dz 
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(<*.) Aß im Räume ffi überall = 0, 

(*.) und ^jr: = 0, an der Oberfläche von SR. 

Aus diesen Eigenschaften (ß.), (y.), (£.), (s.) der Function Ö folgt aber 
sofort [vgl. die analogen Betrachtungen des auf p. 26 geführten Beweises], 
dass Q unabhängig von x, y, z, mitbin nur noch eine Function der Zeit 
ist. Q. e. d. 

Wir können schliesslich den soeben bewiesenen Satz (1.) auch 
so aussprechen: 

Durch die aufgestellten Bedingungen (L), (I. a, b ; c) sind die Ge- 
schtvindigkeitscomponenten der Flüssigkeit: 

vollständig bestimmt 

Die Bedingungen (I.), (I. a, b, c) sind, ebenso wie früher, abhängig 
von der gegebenen Bewegung der Membranen, nämlich behaftet mit den 
diese Bewegung repräsentirenden Functionen a = a (t), ß = ß (t), . . . 
Denn sowohl der Raum 9t wie auch die rechte Seite der Formel (I. c) 

bestimmen sich durch die augenblicklichen Werthe von a, ß, . . . und 

da dß 
von — — - 

dt' dt> "' 

Ausserdem aber sind im gegenwärtigen Fall die Bedingungen (I.), 
(I. a, b, c) auch noch abhängig vom Anfangszustande der Flüssigkeit, 
nämlich behaftet mit den diesem Zustand eigenthümlichen Constanten 
x, x', x", .... Auch bemerkt man, dass ausser diesen x, x', x", . . . 
keinerlei andere vom Anfangszustand abhängende Grossen in jenen 
Bedingungen enthalten sind. Somit gelangt man, auf Grund der Sätze 
(1.), (2.) zu folgendem Resultat: 

Denkt man sich die Bewegung der Membranen mittelst der Func- 
tionen a = a (t), ß = ß (t), . . . gegeben, denkt man sich aber, an 
Stelle des Anfangszustandes der Flüssigkeit, nur die durch diesen Anfaitgs- 
Bustand charakterisirten Constanten 



• 9 • • • 



(3.) x, x, x 

gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit bereits voll- 
ständig bestimmt sein. 

Bemerkung. — Mag der Raum SR nun einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängend sein, im einen wie im anderen Fall ergeben sich, wie 
in diesem und dem vorhergehenden § gezeigt ist, für O, u, v, w Werthe 
von der Form: 



dt 
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(4) . <t> = g {x } y,z,t) + h(t) 7 

(5.) "=0iO*, y,.*, 0; 

( 6 . * = g % 0, y, z, t), 

( 7 Ö ^ = & 0, y, *, *), 

wo 9> 9i> 02 } 9z völlig bestimmte Functionen vorstellen, h hingegen eine 
unbestimmte Function bezeichnet. Substituirt man den Werth (4.) der 
Function <t> in die Formel (III. a) p. 19: 

?+*[83" +<ä&+ffi\ + r+i-*<f>. 

so erhält man für p einen Ausdruck von der Form 

(8.) p = g p (x, y, z, t) + h p (t), 

wo g p wieder eine völlig bestimmte Function vorstellt, während 

h p (t) = Q H(t)~ Q d -^ 

m 

eine ganz unbestimmte Function ist. 

Dass im Werthe von p ein solches unbestimmtes Glied h p (t) sich 
einstellt, darf nicht befremden, war vielmehr auf Grund unserer früheren 
Betrachtungen (p. 20, oben) von vornherein zu erwarten. 

Zweite Bemerkung. — Uebrigens ist dieses unbestimmte Glied 
h p (t) ohne Einfluss auf den Werth der zu berechnenden Arbeiten: 

dL = L t da -f- L 2 dß + 

dL=* L l da + L 2 Sß + 

Denn das L x z. B. drückt sich aus durch die Formel: 

Z i = //»*>*<** [vgl. (17.) p. IL] 

Substituirt man aber hier für p den Werth (8.), so folgt: 

Z i = ff* & fo & *> *) kdö + Wff* Ad *' 
wo das zweite Integral [nach (9.) p. 8] verschwindet Q. e. d. 

§9. 
Einige Betrachtungen von ganz speciellem Charakter. 

Der Zweck dieser Betrachtungen besteht in der Beantwortung der 
zu Ende des § 7 aufgeworfenen (und für unsere späteren Unter- 
suchungen wichtigen) Frage. 

Die Flüssigkeit sei im Ganzen nur begrenzt von einer einzigen 
Membran tf, und diese habe die Gestalt einer ringförmigen Rotations- 
fläclie von beliebiger Mcridianeurve. Bezeichnet man also die von der 
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Meridiancurve begrenzte ebene Fläche mit q, und ein Element dieser 
Fläche mit dg, ferner den senkrechten Abstand des Elementes dq von 
der geometrischen Axe der Rotationsfläche mit r, so hat der von der 
Flüssigkeit occupirte Raum 9t, oder vielmehr das Volumen dieses 
Raumes den Werth: 

(f.) %t = 2nffrdq, 

die Integration ausgedehnt über alle Elemente dq jener Fläche q. 

Betrachtet man die Fläche q als einen Querschnitt des Raumes 9t, 
so verwandelt sich derselbe hierdurch in einen einfach zusammenhängen- 
den Raum; sodass also der ursprünglich gegebene Raum 9t als zwei- 
fach zusammenhängend zu bezeichnen ist (vgl. die Definition p. 22). 

Denkt man sich nun die Membran 6 von starrer Form und un- 
beweglich aufgestellt, und denkt man sich ausserdem den Anfangszustand 
der Flüssigkeit gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Flüssig- 
keit für alle folgenden Zeiten völlig bestimmt sein. Genauer betrachtet, 
ist hierzu die vollständige Eenntniss des Anfangszustandes nicht einmal 
erforderlich, sondern nur die Eenntniss einer gewissen dem Anfangs- 
zustande zugehörigen Constanten. In der That können wir, weil der 
Raum 9t durch einen einzigen Querschnitt q in einen einfach zusammen- 
hängenden Raum sich verwandelt, auf Grund des Satzes (3.) p. 31 uns 
folgendermassen ausdrücken: 

Befindet sich die Membran 6 fortdauernd in Ruhe, und ist die 
durch den Anfangszustand der Flüssigkeit charakterisirte, dem Querschnitt 
q entsprechende Constante x gegeben, so wird hierdurch die Bewegung 
der Flüssigkeit für alle folgenden Zeiten bereits völlig bestimmt sein. 
Dabei ist hinzuzufügen, dass jene Constante x die Werthdifferenz des 
Geschwindigkeitspotentials <t> in jenem Querschnitt q repräsentirt. 

Um die so bestimmte Bewegung wirklich zu berechnen, bedienen 
wir uns der Formeln (I.), (I. a, b, c) p. 30, welche im gegenwärtigen 
Fall (wo die Membran 6 starr und unbeweglich sein soll) die Gestalt 
annehmen : 

(I.) O selber soll im Räume 91, mit Ausnahme des Querschnitts q 
überall stetig, in diesem Querschnitt aber mit der constanten 
Differenz x behaftet sein; 

(I. a) g—, g-, -ö- sollen stetig sein im Räume 9t; 

(I. b) A<t> soll = sein im Räume 91; 

(I. c) ^ soll = sein an der Oberfläche von 91. 

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 3 
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Führen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen *Axe 
zusammenfällt mit der geometrischen Axe der Rotationsfläche 6, und 
dessen mEbene den Querschnitt q enthält, und bezeichnen wir das 
Azimuth, unter welchem die durch den variablen Punct x, y f z gelegte 
Meridianebene gegen jene xz Ebene geneigt ist, mit &, so wird den 
Bedingungen (I. a, b, c) entsprochen durch die Formel: 

(a.) <t> = A + B&, 

wo A, B beliebige Functionen der Zeit .sein können. In der That 
folgt aus («.): 
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wo r = Yx 2 + y* den senkrechten Abstand des Punctes x, y, z von 
der zAxe bezeichnet. Hieraus folgt weiter: 

(y.) A<t> = 0. 

Ferner hat <t>, zufolge («.), in allen Puncten derselben Meridianebene 
einerlei Werth; und es ist also auf der Fläche ö: 

(*•) a-N = °- 

Die Formeln (ß.), (y.), (<$.) zeigen aber, dass den Bedingungen (I. a, b, c) 
wirklich genügt wird. 

Setzt man nun ferner fest, das Azimuth & solle nur von bis 
2ä gezählt werden, so wird die durch die Formel (a.) repräsentirte 
Function <t> im Räume 9t, mit Ausnahme des in der xz Ebene gelegenen 
Querschnittes q, überall eindeutig und stetig, in diesem Querschnitt q 
aber mit der Werthdiflferenz 2tcB behaftet sein. Diese Werthdifferenz 
soll aber nach (I.) den gegebenen constanten Werth x besitzen. So- 
mit folgt: 

2itB = x, mithin B = t- -, 

und also nach (a.) 

wo das A nach wie vor eine unbestimmte Fumtion der Zeit vorstellt 
Bezeichnet man diese Function etwa mit h(t\ so ist also: 



Betrachtungen specieller Natur. 35 

Zugleich erkennt man aus dem Satze (1.) p. 30, das« dieser Werth von 
<t> nothwendig der richtige ist. Denn neben diesem Werthe kann, zu- 
folge jenes Satzes, kein anderer existiren, welcher ebenfalls den ge- 
stellten Anforderungen Genüge leistet. Die gesuchte Bewegung der 
Flüssigkeit ist also dargestellt durch die Formeln: 

%_ y_ 

«.) — + ££. 

w = 0. 

Hieraus folgt, dass die GescIiwindigJceit V der Flüssigkeit im Puncte 
x, y 9 z den Werth hat: 

dass sie also umgekehrt proportional ist mit dem Abstände des Punctes 
x, y, z von der geometrischen Axe der Fläche ö, und dass sie senk- 
recht steht gegen die durch den Punct x 9 y, z gelegte Meridianebene. 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die lebendige Kraft T der Flüssigkeit : 

oder, falls man die Integration nach & ausführt: 

<»■) r-ZffS' 

wo alsdann gegenwärtig noch zu integriren ist über die Elemente dq 
des Querschnittes q. 

Die gefundenen Formeln (£.), (17.), (#.) zeigen, dass u, v, w } F, T 
unabhängig von der Zeit sind, dass also die Bewegung der Flüssigkeit 
zu allen Zeiten dieselbe bleibt, wie zur Zeit des Anfangszustandes, was 
übrigens von vornherein zu erwarten stand. 

Weitere Betrachtung. — Die die Flüssigkeit umschliessende Mem- 
bran 6 mag nun in irgend welche Bewegung (d. i. in irgend welche 
Lagen- und Form- Veränderung) versetzt werden, jedoch der Art, dass 
sie beständig die Gestalt einer ringförmigen Rotationsfläche, und auch 
beständig dasselbe Volumen des Innenraumes bewahrt; sodass also z. B. 
das in (/*.) p. 33 genannte Integral 

(A.) ffrdq 

fortdauernd denselben Werth behält. 

Denken wir uns nun diese Bewegung der Membran ö in conti- 
nuirlicher Weise fortschreitend und dabei ab und zu erlöschend, sodass 

3* 
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in gewissen; von einander getrennten Zeitaugenblicken t l9 ^, £,, 
jedesmal ein Ruliezustand der Membranen eintritt, — so wird die 
lebendige Kraft T der Flüssigkeit in jedem solchen Zeitaugenblick sich 
bestimmen mittelst der in (•&.) angegebenen Formel: 

wo q die constante Dichtigkeit der Flüssigkeit, und x ebenfalls eine 
Constante ist. 

Obwohl nun aber das Integral (A.) in den Augenblicken t lf t^, 
t s , ... stets denselben Werth hat, so kann trotzdem offenbar das Inte- 
gral (J3.) in diesen Augenblicken sehr verschiedene Werthe besitzen. 
Wir können dieses Resultat, welches ein negatives ist, sofort verall- 
gemeinern, indem wir uns so ausdrücken: 

Ist der Anfangsmstand der von irgend welcfien Membranen ö , <f lt 
tf 2 , tf 8 , ... begrenzten Flüssigkeit in beliebiger Weise (aber selbstverständ- 
lich als ein wirbelfreier) gegeben, und denkt man sidi jene Membranen 
in einer continuirlich fortschreitenden, dabei aber ab und zu erlöschen- 
den Bewegung begriffen, sodass also in irgend welchen von einander ge- 
trennten Zeitaugenblicken t lf t 2 , t Z7 ... jedesmal ein Ruhezustand der 
Membranen eintritt, so wird die lebendige Kraft der Flüssigkeit im All- 
gemeinen in jenen Augenblicken t lf t 2 , t s , . . . nicht einerlei Werth,' sondern 
verschiedene WertJie haben. 

Hiermit ist die zu Ende des vorhergehenden §, auf p. 28, auf- 
geworfene Frage beantwortet. 

Anders gestalten sich übrigens die Dinge für den speciellen FaU, dass 
die Flüssigkeit zu Anfang sich in Ruhe befindet Alsdann nämlich sind 
die durcJi- diesen Anfangszustand charakterisirten Constanten x, x, x", . . . 
sämmtlich = 0. Und hieraus folgt sofort, dass die Flüssigkeit in den 
Augenblicken t l7 t 2 , t 3 , ... jedesmal in Ruhe, mithin ihre lebendige Kraß 
in diesen Augenblicken jedesmal = ist 

§ 10. 

Das Prinoip der lebendigen Kraft. 

Multiplicirt man die drei hydrodynamischen Differentialgleichungen 
(A.) p. 13: 

d*x d / T , . p\ 

etc. etc. 
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der Reihe nach mit -tt, -tt, ^7, und addirt, so folgt: 

2 dt l\dt/ ^ [dt/ ^ \dt) J m \dx dt^ / Q \dxdt^ /' 

Summirt man diese Formel über alle Theilchen m der betrachteten 

Flüssigkeit, so erhält man: 

n , dT dW __ ^ m (dp dx , \ 

"') dt ~ . dt <£fR Q \3x dt~l h 

wo T und W die Werthe haben: 

(3.) TF-^mF, 

und wo also T und W die lebendige Kraß der Flüssigkeit und das auf 
sie ausgeübte Gesammtpotential vorstellen. (Vgl. p. 12). 

Wir können nun die Formel (1.), indem wir m = Qdxdydz setzen, 
auch so schreiben: 

. *-*%* - -ffL (l£«+lf-+lf») *■**. 

wo Uy v y w die Geschwindigkeitscomponenten vorstellen, mithin der 
Gleichung « — \- g — \- ~- = Genüge leisten. Demgemäss können wir 
die Formel auch so darstellen: 

oder auch so: 

jj" = ~ J/fli* ( w c <> s (N, #) + t> cos (N, y) + w cos (IM, s)) dt, 
oder mit Bücksicht auf (17.) p. 17 auch so: 
(4.) d(T+ JF)=-// Ä j>(dgcos(N,a;) + ^ 

oder endlich mit Rücksicht auf (16. a) p. 11 auch so: 

(5.) d (T + W) = — dL. 

In jedem Zeitelement dt der Bewegung wird mithin der Werth van 
(T+ W) um ebensoviel abnehmen, als die Arbeit dL beträgt, welche 
während dieses Zeitelementes von der Flüssigkeit auf die ihr anliegenden 
Membranen ausgeübt wird. Dabei ist übrigens zu bemerken, dass T 
speciell die lebendige Kraft der Flüssigkeit (exclusive der Membranen) 
vorstellt, und dass ebenso W speciell das auf die Flüssigkeit (exclusive 
der Membranen) ausgeübte Gesammtpotential bezeichnet. Die Mem- 
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branen stehen in unserer Vorstellung der Flüssigkeit als etwas Fremd- 
artiges, Aeusscres gegenüber. Und jene Arbeit dL, welche die Flüssig- 
keit auf die Membranen ausübt, wird daher zu bezeichnen sein als eine 
von der Flüssigkeit nach Aussen hin abgegebenem Arbeit 

Nehmen wir der Einfachheit willen an, es sei F= 0, mithin auch 
W es 0. Alsdann erhalten wir ans (5.): 

(6.) dT= — dL, 

oder, wenn wir über einen Zeitraum t x . . . tj integriren: 

(7.) T.-T^-fdL. 

D. h. die lebendige Kraß der Flüssigkeit nimmt innerhalb eines jeden 
Zeitraumes um ebensoviel ab, als die während dieses Zeitraumes von ihr 
nach Aussen hin abgegebene Arbeit beträgt. Dieser Satz gilt für den ganzen 
Verlauf der von uns betrachteten Bewegung. Und diese Bewegung ist 
diejenige, welche sich bestimmt einerseits durch einen beliebig gegebenen 
(wirbelfreien) Aniangszustand der Flüssigkeit und andrerseits durch eine 
beliebige vorgeschriebene Bewegung der sie begrenzenden Membranen. 

Nehmen wir nun an, der von der Flüssigkeit occupirte Raum SR sei 
einfach zusammenhängend, und jene vorgeschriebene Bewegung der Mem- 
branen sei eine continuirlich fortschreitende, dabei aber ab und zu er- 
löschende, sodass in irgend welchen, von einander getrennten Zeit- 
augenblicken t iy t % , t 3 , etc. jedesmal ein Buhestand der Membranen 
eintritt. Alsdann wird in diesen Augenblicken t, , t % , t a , . . . die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit jedesmal = sein (Satz p. 28), mithin die linke 
Seite der Gleichung (7.), und folglich auch ihre rechte Seite verschwinden. 
Demgemäss ergiebt sich der Satz: 

Ist der von der Flüssigkeit occupirte Baum einfach zusammen- 
hängend, und V =» 0; befinden sich ferner die die Flüssigkeit begrenzen- 
den Membranen in irgend welcher stetigen, dabei aber ab und zu er- 
löschenden Bewegung, und tritt demgemäss etwa im Augenblicke t lf und 
ebenso später im Augenblicke t % ein Ruhezustand der Membranen ein; 
so wird die während des Zeitraumes t x . . . . t % von der Flüssigkeit nach 
Aussen hin abgegebene Arbeit stets = sein. 

Ist der von der Flüssigkeit occupirte Raum nicht einfach zusammen- 
hängend, so ist dieser Satz (zufolge der Ergebnisse p. 86) im Allgemeinen 
nicht mehr richtig. Allerdings wird er aueh in diesem Falle noch gelten, 
wenn man voraussetzt, die Flüssigkeit habe sich zu Anfang in Bulhc 
befunden. 

§ IL 
Der analytische Ausdruck des Gesohwindigkeitspotentials. 

Sind die Functionen a = a (f), ß = ß (t), . . . gegeben, und sind 
ferner die durch den Anfangszustand der Flüssigkeit charakterisirten 
Constanten x, x', x", .... ebenfalls gegeben, so hat das Geschwindig- 
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keitspotential = (#, y, z, t) im Ganzen folgenden Bedingungen zu 
entsprechen: 

'0 selber soll in den Querschnitten q, q\ q, mit den ge- 
gebenen constanten Differenzen x, x', x", . . . behaftet, sonst 
aber im Räume 9t stetig sein; 

/ \ )ö~7 -fi—> ?r~ sollen im Räume 91 überall stetig, und A0 da- 
selbst überall = sein; 
twj- soll = A -£ + B ~ -f- • • • • sein, an der Oberfläche des 

Raumes 91. 

Und durch diese Bedingungen ist zugleich das Geschwindigkeitspotential 
vollständig bestimmt, bis auf ein additives, nur noch von der Zeit 
abhängendes Glied. — Dies sind die früher (p. 30) erhaltenen Er- 
gebnisse. 

Um nun dieses wirklich zu berechnen, kann man folgenden 
Ansatz machen: 

(A ) O = ft + 0, -* 4- <fc> dß - 4- 0* ^ -4- O. — -J 

^ä.; ^ v -r vj dt -r ^ 2 dt t^s dt f ^4 dt T 

In der That wird dieser Ausdruck den gestellten Anforderungen ent- 
sprechen, sobald man die O , 1; 2 , 3 , 4 , ... als Functionen von 
x 7 y } z, t betrachtet, die folgenden Bedingungen genügen sollen: 

O soll in den Querschnitten q 7 q, q } ... mit den gegebenen 
constanten Werthdifferenzen x, x', x", . . . behaftet, hievon ab- 
gesehen aber im Räume 91 stetig sein, 

"3* ' Ty' Ti sMig Und A<t>0 = °' im Raume W > 
-~zj- = 0, an der Oberfläche von 91. 

Ferner was X betrifft: 

<t> i stetig im Raume 91, 

~di> ~dy> ~dt stetig und A<t>1 = °' im Raume w » 



(Bf) 



-^rp = A, an der Oberfläche von 9t. 



10N 

Sodann, was 2 betrifft: 

2 stetig im Raume 91, 
d<t>, d& 9 d<t> 9 



(Br) 



ö— *» -^ä- 1 * -ö- 1 s&% und A0* == 0, im Räume 9t, 

ox' oy } dz 9 ' ' 



-Frzf = B, an der Oberfläche von 91. 

U. 8. W. U. 8. W. 
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DaSs derartige Functionen O , <J> 1? <l> 2 , ... toirjelicli existirm, geht 
daraus hervor, dass jede dieser Functionen eine bestimmte physikalische 
Bedeutung hat. In der That repräsentiren dieselben der Hauptsache 
nach gewisse Geschwindigkeitspotentiale, welche eintreten würden, falls 
man den gegebenen Anfangszustand der Flüssigkeit und die gegebene 
Bewegung der Membranen, d. i. die Constanten x, x, x", . . . und die 
Functionen a (t), ß (f), ... in geeigneter Weise abändern wollte. 

So z. B. wird unser den Bedingungen (a.) p. 39 entsprechendes 
Geschwindigkeitspotential in O übergehen, wenn man x, x, x", . . . 
ungeändert lässt, hingegen die Functionen a (t), ß (£), ... in Constanten 
verwandelt. 

Ferner wird jenes in X -77 übergehen, wenn man x, x', x", . . . alle 

= setzt, a (t) ungeändert lässt, hingegen ß (t), y (t), ... in Con- 
stanten verwandelt. 

U. s. w. U. s. w. 

Auch ergiebt sich aus dem zu Anfang dieses § ausgesprochenen 
Satze, dass die Function O durch die Bedingungen (B .), ebenso X 
durch (B r ), 2 durch (B 2 .), u. s. w. vollständig bestimmt sind, jedes- 
mal abgesehen von einem additiven nur noch von der Zeit abhängen- 
den Gliede. Diese additiven Glieder sind für unsere Theorie völlig in- 
different, und mögen daher künftig ganz fortgelassen werden. 

Eigenschaften der Functionen O , 0„ 2 , etc. — Jede solche 
Function 0, ist abhängig von x, y, z, t: 

ty = 0, (x f y , z , t), j = 0, 1, 2, 3, . . . 

wobei indessen das Auftreten des Argumentes t sich etwas genauer 
angeben lässt. Die die Functionen ; völlig bestimmenden Bedingungen 
(B,-.) zeigen, dass diese Functionen in einem gegebenen Zeitaugen- 
blick t nur abhängig sind von der augenblicklichen Gestalt des Raumes 
9t, und der augenblicklichen Beschaffenheit der Functionen A, B, .... 
Mit andern Worten: Sie zeigen, dass die 0, in einem gegebenen Zeit- 
Augenblick t völlig bestimmt sein werden, falls man nur bekannt ist 
mit den augenblicklichen Werthen der Parameter a, ß 7 «... (Denn 
die Gestalt des Raumes 9t und die Beschaffenheit der Functionen 
A, B, ... hängt lediglich ab von den Werthen dieser Parameter). 
Demgemäss ist zu schreiben: 
(C.) 0, = 0,- 0, y, z, cc, ß, . . .), ./ — 0, 1, 2, 3, . . .; 

und die Zeit t ist also in dieseni Ausdruck nur insofern entlialten, als sie 
Argument der a, ß, . . . ist. 

Die Functionen 0, «sind im Räume 9t überall stetig, mit Ausnahme 
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von <l> , welches in den Querschnitten q, q, q\ . . • mit den constanten 
Werthdifferenzen x ; x\ x" ; . . . behaftet ist. Aus der Cm\stanz dieser 
Differenzen aber ergiebt sich, dass wenigstens die Ableitungen 

(D.) d *° d *» 



da ' dß > •" 

und ebenso auch die Ableitung nach der Zeit 

/pi\ a<t> _ao> da . a<t> dß , 

^"' 0* ~ da dt^Tß dt i 

im Räume 9t überall stetig sind. Um Weiteres über die <fy hinzu- 
zufügen, erscheint es zweckmässig; zunächst an einige Green'sche Sätze 
zu erinnern. 

Sind F und G Functionen von x, y, z y die innerhalb eines beliebig 
gegebenen Baumes 9t den Bedingungen entsprechen: 
yp dF dF dF . A ^ A 
F >te> dj> JI stett9 > AF=0, 

n dG dG dG ... Kn ' 

G > SZ> W ä7 m,g ' AG ~ °> 

und setzt man zur Abkürzung 

^ dx dx "•" dy dy "*" dz dz' ~ ^ **>> 

so gilt die Formel: 

&■> fff* w G ) d * d y d * = ff* F t£ d "> 

mithin auch die parallel stehende Formel: 

('•> ///. W G ) *"W -fL G m d <> 

und folglich auch die aus diesen beiden durch Subtraction sich ergebende 
Formel: 

»-//.«-« KD "•• 

/n a# diesen Formeln sind die Integrationen links und rechts ausgedehnt 
zu denken über alle Volumelemente dxdydz resp. über alle Oberflächen- 
demente da des Baumes SR. Dabei bezeichnet N die auf da errichtete, 
dem Baume 91 abgewendete Normale. 
Beweis. Nach (ß.) ist: 

(F G) = — -- 4- -- — 4- dF — 

^ ' * dx .dx * dy dy * dz dz ' 

also mit Rücksicht auf die in (ct.) gemachte Voraussetzung AG = 0: 

«*>-ä(*©+ä(*$s)+£(*e)- 

Hieraus folgt mit abermaliger Rücksicht anf die Voraussetzungen (er.): 

///. W ö ) dxd V dg "ff* F (H cos W *) + §? «. (N, y) 

+ -jj cos (N, z)J da, 
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d. i. 

ISSn W G ) ****** = ff* F W d *- 

Hiermit aber ist die Formel (y.) y mithin auch (/.) und (d.) bewiesen. 

Verallgemeinerung. — Von besonderer Wichtigkeit ist, dass die Formel 
(y.) unter Umstanden auch noch richtig bleibt, wenn daselbst die stetige 
Function G durch eine unstetige Function U ersetzt wird. Es gilt näm- 
lich folgender Satz: 

Sind F und U Functionen von x, y, z, die im Baume 9t den Be- 
dingungen entspreclien: 

w dF dF dF ... ATP A 
F > dx> dy> J7 **»* A^=0, 

(6) du du du ^. AJT A 

%' dy> dz * tet%0 > * U =°> 

so wird, einerlei, ob U selber in fR stetig oder unstetig ist, stets 
die Formel stattfinden: 

& SSL w w ****** -ff* F IS **• 

Beweis, — Ebenso wie vorhin, findet man: 

« «0 - h (' $ + h (" $ + h (* %) i 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf die in (e.) gemachten Voraus- 
setzungen: 

///. w w ****** -ff* F 6? cos < N > *> + i? C08 ( N >») 

s) TT \ 

+ ~d z c08 ( N > *)/ da » 

di - -fL F m d0 - *** 

Die in (a.) an .F, Cr gestellten Anforderungen werden z. B. erfüllt 
durch die Functionen <t> 1? <t> 2 , <t> 3 , <t> 4; , nicht durch <t> , wohl aber 

durch -ö- 2 , -«^, -^- £ , ....; wie solches aus (B .), (B r ), (B,.), etc. so- 
fort sich ergiebt. Man kann somit die Formel (<?.) z. B. anwenden auf 

*•- 8 -£ und G = <t>„ 0" = 1, 2, 3, 4, . . .); 
und erhält alsdann: 

Nach (B .) ist aber -^ = 0, mithin g- g& ebenfalls = 0. Somit folgt: 

/»/» ^On 00* 
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Die beiden lezten Zeilen sind indessen mit einem (nicht leicht entdeck- 
baren) Fehler behaftet. Dieser besteht darin, dass aus der Formel 

-g-j^ = noch Iceineswegs gefolgert werden darf, dass -^ ( -q- 2 ) eben- 
falls = sein müsse. 

In der That wird die Formel 

^ = 

in mehr ausführlicher Weise geschrieben, folgendennassen lauten: 

ox ' dy ' dz ' 

falls man nämlich die Richtungscosinus der Normale N zur augenblick- 
lichen Abkürzung mit U, V, W bezeichnet. Diese Formel ist nun offen- 
bar gültig für jedweden Oberflächenpunct des Raumes 9t, und ebenso 
auch gültig für beliebige Werthe der Parameter a, ß, y, .... Sie kann 
somit also z. B. nach a differenzirt werden. Alsdann aber ergibt sich 

oder was dasselbe ist: 

cH \dä) "*" [_dx da "t" dy da T dz da] ~ U ' 

wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck im Allgemeinen 
keineswegs verschwindet. Q. e. d. 

Jedenfalls sind die in (s.) an F, U gestellten Anforderungen 
erfüllt, wenn man setzt: 

F—*J, 0=1; 2,3, ...), und U=%, 
wie sich solches aus (B .) ; (B^), (B 2 .), etc. sofort ergiebt. Somit 
folgt aus (£.): 

ff In (*J> *o) dxdydz =ff n <t>j 8 -£ de, wo j = 1, 2, 3, . . . , 
oder weil, nach (B .), -^ = ist: 

< G -) ffh &h <t>o) dxdyde - 0, wo j = 1, 2, 3, . . . 

Förner sind jene in (c.) an F, U gestellten Anforderungen offen- 
bar auch dann erfüllt, wenn man setzt: 

F= d -£± und tf=<t> . 

Ca ü 

Somit folgt aus (g.): 
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Hieraus aber ergiebt sich, weil nach (B .) das -^ = ist, die erste 
Formel des folgenden Systems: 

<*> fffufffjf**) *****' ~ ' 

etc. etc. 

dessen übrige Formeln sich in analoger Weise herleiten lassen. Von 
diesen Formelsystemen (G.) und (H.) wird weiterhin Gebrauch zu 
machen sein. 

§. 12. 
Der analytische Ausdruck für die lebendige Kraft der Flüssigkeit. 

Die lebendige Kraft der Flüssigkeit: 

(1-) T - i 2» "» («* + «• + «*)-■;- fff K («* + f* + w' 8 ) dxdydz 

lässt sich, weil w = -«— , t; = -*— , w = -— ist, mit Rücksicht auf die 

7 ex 7 oy 7 cz ' 

in (/J.) p. 41 eingeführte Abkürzung auch so schreiben: 
(2.) T-{fff u {*,*)**d9d,, 

Nun ist aber nach (A.) p. 39: 

<D = <h + <j> t *± + *£ + Ä ^ j 

d<t> d<t> . #<!>! da , a<t>, dp , d<t> g dy . 

äF — "FF "• "Fi" 7ü'^dü~'~~FFde'~* , '> 

"Fy Ty ~*~ dy dt ^ dy dt ^ dy dt * > 

ao a<i> , a0 t d« , ao, dp , ao 8 dy , 

a* — a* "*" dz dt ^ 1fr dt ^ ~dT ~dt * • ' • 
Erhebt man diese Formeln zum Quadrat, und addirt, so ergiebt sich 
mit abermaliger Benutzung der Abbreviatur (/J.) p. 41: 

(♦, O) = (%, <t>o) + 2 (<t> 0> X ) % + 2(0 W f ) Jf + • • • 

Substituirt man aber diesen Werth von (0, 0) in (2.), und beachtet 
man dabei die aus (G.) p. 43 entspringenden Formeln: 



mithin: 
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SSfm (*o, *i) dxdyde = 0, 

fff* (*•» *) dxd y d * - °> 
fff« (*o, *•) <**<**"** - °. 

etc. etc. 
so ergiebt sich ein Ausdruck von der Form: 

(3.) r-e„ +[>„(£)' + 2e„ |f |f + ...], 

nämlich ein Ausdruck, der, abgesehen vom Gliede 6 , eine homogene 
Function zweiten Grades von —, -r£, -=jr, ... ist. Und zwar ergeben 
sich für die Coefflcienten 6 die Werthe: 

e » " T ///* (*•» ♦•) dxdydn, 

(4.) e u -f ///.(<>„ ♦,)**<***», 

etc. etc. 

Nach (C.) p. 40 sind sämmtliche <t> von der Form: 

(5.) 0, = 4>j (x, y 7 g, cc, ß,y,.. .) j = 0, 1, 2, 3, . . . 

Demgemäss werden also, wie aus (4.) ersichtlich ist, die Coefflcienten 
6 sämmtlich von der Form sein: 

(6.) e - e («, ß, r , . . .) 

d. h. die Zeit t wird in den <t>j und ebenso in den nur insofern vor- 
kommen, als sie Argument der a, ß, y, . . . ist. 

Man konnte vielleicht vermuthen, dass der erste Coefficient 6 von 
a f ß> 7} • • • unabhängig, also eine Constante sei. 

Nun repräsentirt O zufolge (3.) denjenigen Werth, welchen T 
einnimmt, sobald die Membranen in irgend einem Augenblick ihre Be- 
wegung verlieren und zur Ruhe kommen. Denkt man sich aber, 
jene Bewegung der Membranen durch passende Wahl der Functionen 
a (f)> ß (0> V (0> • • • 80 eingerichtet, dass die Membranen z. B. im 
Augenblicke t t zur Ruhe gelangen, sodann später in irgend einem 
Augenblicke £ 2 von Neuem zur Ruhe gelangen, so wird (wie früher 
p. 36 constatirt wurde) die lebendige Kraft T der Flüssigkeit in diesen 
Augenblicken t i und t % im Allgemeinen verschiedene Werthe haben. 
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Bezeichnet man also die Werthe der Parameter in jenen Zeitaugen- 
blicken resp. mit cc lt ß lf y l} ... und a 2 , ß 29 y i9 ... so werden 

©o («n Ä, yi, • • -) und 9 (« 2 , ft>, y i} . . .) 
im Allgemeinen von einander verschieden sein. 

Wir gelangen somit zu der Einsicht, dass der Coefficicnt 

(7.) e — e («, ß, r ,.. .) 

im Allgemeinen "keine Qmstante f sondern eine wirkliche Function von 
cc, ß, y, . . . ist Gleiches ergiebt sich übrigens auch aus den auf p. 4 
erwähnten Kirchfw ff 'sehen Untersuchungen. 

Beiläufige Bemerkung. — Nach (4.) ist 
(8.) O - l JJf n (4> , <D ) dxdydz. 

Hieraus folgt nach (y.) p. 41 sofort: 

die Integration ausgedehnt über die Oberfläche desjenigen einfach zu- 
sammenhängenden Raumes ©, in welchen sich 9t verwandelt mittelst der 
Querschnitte q, q\ q\ . . . 

Die Function <t> ist im Querschnitt q mit der constanten Differenz x 
behaftet [vgl. (B .), p. 39 j; ihre Werthe zu beiden Seiten von q sind 
also von der Form <t> und <t> -f *• Und der Bequemlichkeit willen mag 
die Seite mit dem Werthe <t> die linke, diejenige mit dem Werthe <t> + x 
die rechte Seite genannt werden. Ferner sei N die auf der linken Seite 
errichtete Normale der Fläche q. Alsdann hat derjenige Theil des Inte- 
grales (9.), welcher den beiden Seiten von q zugehört, die Gestalt: 



9 
2 



■ST. (<*.+»> *W* -*»)".•) 



die Integration ausgedehnt über alle Elemente da der Fläche q. Die 

Differentialquotienten - ^r. L — und -5-^ sind aber gleichwerthig. Der 

CN Cr* 



9_ 
2 



in Rede stehende Integraltheil reducirt sich also auf: 

-SSM«'- 

Analoges gilt für q, q", . . . ; und man erhält also aus (9.) : 

(io.) e„ - 1 [ff, %%><!* + 2> ff. ^ 4 

wo das Sigma eine Summe von ebenso vielen Gliedern andeutet, als 
Querschnitte q, q, q , . . . vorhanden sind. 



*) Es ist hiebei zu beachten, dass N stets die äussere Normale sein soll, also 
z. B. in (9.) die äussere Normale des Raumes © bezeichnet. 
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Nun ist nach (B .) p. 39 das -^ an der Oberfläche von SR überall 
= 0. Somit verschwindet in (10.) das erste Integral. Man erhält also : 

(ii.) *.-\2*ff, 9 -&*<, 

d. i. 

(12.) e — \ 2 * M = y (* M + M + *"H" + ••), 

wo alsdann z. B. 

W "-S/M 1 " 

diejenige Flüssigkeitsmasse repräsentirt, welche in der Zeiteinheit durch 
den Querschnitt q von der rechten zur linken Seite hindurchfliesst. 

Sind also M, M\ M'\ ... die wahrend der Zeiteinheit resp. dwrcli 
die Querschnitte q, q, q, . . . fliessenden Flüssigkeitsmengen, so wird die 
Summe 

(14.) xM + x M' + x" M" H 

keineswegs eine Constante sein, sondern im Laufe der betrachteten Bewegung 
andere und andere Werthe annehmen; wie solches aus der Formel (12.) 
und dem Satze (7.) sofort sich ergiebt. 

§ 13. 

Die dem Hamilton'schen Prinoip entsprechenden Formeln. 

Die Bewegung der betrachteten Flüssigkeit entspricht den drei 
Differentialgleichungen (A.) p. 13: 

a x n . d V m d p 
.) mx = — m ~ ~ , 

7 ox q ex 7 

etc. etc. 

wo die Differentialquotienten nach der Zeit durch Accente angedeutet 
sind. Versteht man nun unter dx 9 dy, dss irgend welche der In- 
compressibilitäts-Bedingung 

<» W + $ + '-H ~ ° 

entsprechende virtuellen Verrückungen der Theilchen m(x 9 y 1 z) f so er- 
giebt sich aus (1.) durch Multiplication mit dx, 8y, dz und Addition: 

-7ÖS«"+i?*'+55")' 

oder falls man über alle Theilchen m der Flüssigkeit, d. i. über alle 
Theilchen m des Raumes 9t summirt: 

(4.) ^m(*"** + ...) ^^ d l^ + -)-X-M^ + ")' 
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Die linke Seite dieser Formel kann auch so geschrieben werden: 

also auch so: . 

wo T = 2^ y (*'* + y' 2 + *'*) die Wxmdige Kraft der Flüssigkeit 

vorstellt. 

Bezeichnet man ferner das auf die Flüssigkeit von den äusseren 

Kräften ausgeübte Gesammtpotential mit W = 2^ m V, so kann die 
rechte Seite der Formel (4.) so geschrieben werden: 

- * w -ffL 6j *« + ü *y + 1 **) *^*> 

also mit Rücksicht auf (2.) auch so: 

oder auch so: 

(jf.) — S W — ff n p (dx cos (N, x) + äy cos (N, y) + tf* cos (N, *)) dtf. 

Durch Substitution dieser Ausdrücke (A.) und (p.) in (4.) folgt nun: 
(&•) f i 2 m m(xäx + -) = ä(T^W)-ff^p(dxcoB(N 1 x) + ^)d6. 

* 

Genaueres über die virtuellen Verrückungen. — Innerhalb des durch 
(2.) gegebenen Spielraums können die virtuellen Verrückungen dx, öy, dz 
ad libitum gewählt, resp. weiter eingeengt, specieller bestimmt werden. 
Eine solche speciellere Wahl wollen wir nun in der That treffen, in 
folgender Weise: 

Wir betrachten, neben der wirklich stattfindenden Bewegung des ge- 
gebenen Systems, gleichzeitig eine gewisse fingirte Bewegung desselben 
(welche unter etwas abgeänderten Umständen eintreten würde), und 
nelimen für jene virtuellen Verrückungen dx, öy, dz eines TheUdiens m 
die Differenzm derjenigen Coordinaten, welcJie dieses Theilchen m zur Zeit 
t einerseits bei der wirklichen, und andererseits bei der fingirten Be- 
wegung besitzt. 

Die wirkliche Bewegung des gegebenen Systems ist, wie wir 
wissen (vergl. Satz (3.) p. 31), mittelst der Formeln unserer Theorie voll- 
ständig bestimmt, sobald gegeben sind: erstens die Bewegung der Mem- 
branen, d. i. die Beschaffenheit der Functionen: 

(6-a) « = «(0, ß-ß(f), , 
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und zweitens die durch den Anfangszustand des Systems charakterisirten 

Constanten: 

(6. b) x, x' ; x", .... 

Die daneben zu betrachtende fingirte Bewegung mag nun von 
genau demselben Anfangszustande ausgehen, also mit denselben Constanten 
x, x', x", . . . behaftet sein. Ueberhaupt mag sie in genau derselben 
Weise, wie die wirkliche Bewegung, bestimmt sein, nur mit dem einen 
Unterschiede, dass an Stelle der Functionen a = a(t), ß = ß (t), . . . 
etwas andere Functionen 

a*-a*(0, ß* = ß*(t), .... 

eintreten sollen. Uebrigens mögen diese neuen Functionen «*, ß*, . . . 
so gewählt werden, dass sie von den ursprünglichen Functionen a, ß } . . . 
nur unendlich wenig abweichen, und mit jenen sogar identisch sind so- 
wohl zur Zeit t , d. i. zur Zeit des Anfangszustandes, wie auch in einem 
bestimmten spätem Zeitaugenblick t i} der nach Belieben gewählt sein 
mag. Setzt man also: 

«*(0 — «(0 — *«(0i 0*(O ~ 0(0 — *0(O> •••• 
oder einfacher geschrieben: 
(7.) a* — a = da, ß* — ß — dß, . . . . 

so sollen da, dß, .... sowohl verschwinden zur Zeit t Q , wie auch zur 
Zeit t v 

Der Bezeichnungsweise da, dß, . . . entsprechend, mögen nun die 
Coordinaten irgend eines Membrantheilchens (i und irgend eines Flüssig- 
keitstheilchens m im Augenblicke t bei der wirkliclien Bewegung mit 

(8.) 6, tj, £ und x, y, z, 

andererseits bei jener fingirten Bewegung mit 

(9.) l + d$,rj + dri,t+ dt und x + dx, y + dy, z + ** 

benannt werden. 

Da beide Bewegungen von ein- und demselben Anfangszustande 
ausgehen sollen, so sind die 

(10.) da, dß, <Jg, dtj, dt, dx, dy, dz 

zur Zeit jenes Anfangszustandes, d. i. zur Zeit t sämmtlicli = 0. 

Da ferner «*, ß*, .... auch im Augenblicke t x mit a, ß, .... 
identisch sein sollen, mithin die Lage und Gestalt der Membranen zur 
Zeit t x bei der fitigirten Bewegung genau dieselbe ist, wie bei der wirk- 
lichen, so sind die Grössen 

(11.) da, dß, .... d£, drj, dt 

im Augenblicke t x ebenfalls sämmtlich = (nicht aber dx, dy, dz). 

Neu mann, Hydrodynamische Untersuchungen. 4 
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Allerdings könnte man zu glauben versucht sein, dasB die &x, Sy y dz 
zur Zeit t x ebenfalls « seien. Doch ist dies nicht beweisbar, und wohl 
auch nicht richtig. Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. 

Die Flüssigkeit sei eingeschlossen in eine fest aufgestellte Kugel- 
schaale, und innerhalb der Flüssigkeit sei ein starrer Körper nach Be- 
lieben beweglich. Zur Zeit t befinde sich Alles in Ruhe. Wir führen 
nun den Körper aus seiner Anfangsposition A auf irgend welchem Wege 
fort, und lassen ihn schliesslich zur Zeit t x iu einer gewissen neuen 
Position A l wieder zur Kühe kommen. Bei dieser Fortführung des 
Körpers werden im Allgemeinen sämmtliche Flüssigkeitstheilchen sich 
mit bewegen, und bestimmte Bahnen durchlaufen. Wir denken uns 
irgend ein 8p,ecielles Flüssigkeitstheilchen m wirklich beobachtet. Seine 
Anfangsposition zur Zeit t sei m ot und seine Endposition zur Zeit t x 
mag bezeichnet werden mit m x . 

Hätten wir nun aber den Körper aus seiner Anfangsposition A 
während des gegebenen Zeiträume* t x — t auf einem etwas anderen 
Wege in jene Endposition A x gebracht, so würde möglicherweise jenes 
Theilchen m, dessen Anfangsposition m ist, zur Zeit t t in eine End- 
position gelangt sein, welche von m l verschieden ist. 

Die wirkliche und die fingirte Bewegung sollen denselben all- 
gemeinen Gesetzen z. B. der Incompressibilitäts-Bedingung entsprechen. 
Demgemäss wird also der Raum von den Theilchen m bei den Posi- 
tionen x, y, z mit derselben constanten Dichtigkeit q erfüllt sein, wie 
bei den Positionen x -f- öx, y + öy, z -f- dz. Folglich ist 

o») £ + "4? + W - °. 

wie verlangt worden war. 

Da ferner beide Bewegungen denselben allgemeinen Gesetzen ent- 
sprechen, und überdiess auch von genau demselben Anfangszustande 
ausgehen, so werden diejenigen Theilchen m, welche zu Anfang mit den 
Membranen in Berührung sind, fortdauernd mit denselben in Berührung 
bleiben, sowohl bei der wirklichen, wie auch bei der fingirten Bewegung. 

Ist nun 0j irgend eine specielle urter den gegebenen Membranen, 
ferner (i ein bestimmtes Molecül derselben, endlich m irgend ein längs 
dieser Membran fortgleitendes Flüssigkeitstheilchen, und bezeichnet 
man die Positionen, welche ö J} jtt, m im Augenblicke t bei der wirk- 
lichen Bewegung besitzen, respective mit 
(«■) f(h 9, h w) — 0, 

(«'•) 6; V, t, 

(«"•) *• V, *, 

andererseits aber diejenigen Positionen, welche 6j, p, m in eben dem- 
selben Augenblick t bei der fingirten Bewegung haben würden, respec- 
tive mit 
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or.) * + «,* + **,* + «, 

(f.) x + dx,y+dy,e + dz, 

so werden offenbar die Werthe («'.), («".) der Gleichung («.), und die 
Werthe (/!'), (/J".) der Gleichung (/3.) Genüge leisten; was im Ganzen 
vier Formeln ergiebt. Denkt man sich aber das Theilchen m so aus- 
gewählt, dass es bei seiner wirklichen Bewegung im Augenblick t mit 
p gerade in Contact ist ; also der Art ausgewählt, dass x, y } z mit 
$, rj f f identisch sind, so reduciren sich die in Rede stehenden vier 
Formeln auf folgende drei Formeln: 

f(£ )V) g, w) = 0, 

ni + n, n + Sri, t + *t, v + dv) = o, 

f<& + dx, n + *y, t + **, ^r + dar) = 0. 
Hieraus folgt durch Subtraction: 






wof— /*(€, q, t,TS): 



und hieraus durch nochmalige Subtraction: 

§{(** - tfg) + |J (*y - St,) + %{*» ~ *Ö - 0, 

oder was dasselbe ist: 

(13.) (** — *g)coB(N,a?) + (*y — *q)cos(N,y) + (*5 — *Öoos(N,*)— 0, 

wo N die Normale der Membran an der betreffenden Stelle bezeichnet. 
Die m berechnende virtuelle Arbeit 8L [vgl. (15. a. b. c.) p. 10] 
drückte sich aus nach Belieben entweder durch die Formel: 

(14. a) 8L — ff u p (d£ cos (N, x) + drj cos (N, y) + d£ cos (N, $)) dt, 

oder auch durch die Formel: ' 

(14. b) ÖL — L^a + Z 2 d/3 -\ 

wo L lf Z^, • • • die Werthe haben: 

Und hierbei ist zu bemerken, dass der Ausdruck (14. a) gegenwärtig, 
auf Grund der Formel (13.), auch so geschrieben werden kann: 

(14. c) 8L — ff u p(dx cos (N, x) + Sy cos (N, y) + dz cos (N, *)) dö. 

*) Man kann sich nämlich die Gleichung der Fläche o, mit einem Parameter 

behaftet denken, welcher — © ist bei der wirklichen, hingegen — + da hei der 
fingirten Bewegung. 

4* 



52 Das Hamilton'sche Princip. 

Fortsetzung der eigentlichen Untersuchung. — Die aus den drei 
hydrodynamischen Differentialgleichungen abgeleitete Formel (5.) kann 
jetzt, unter Anwendung der soeben determinirten virtuellen Verrückungen 
und mit Rücksicht namentlich auf (14. c) ; auch so geschrieben werden: 

(15.) d(T— W) — äL = ™, wo Q = J2nni(xdx+ydy + zd*). 

Das Gesammtpotential W = ^mmV = q fff* Vdxdydz ist offenbar 

nur abhängig von der augenblicklichen Lage und Gestalt des Raumes 
8t, also nur abhängig von den augenblicklichen Werthen der Para- 
meter a 7 ß } ... Also: 

W= W(a, ß, ...) 

Andererseits ist die lebendige Kraft T [vgl. (3.), (4.), (6.) p. 45] ab- 
hängig nicht nur von a, ß, . . ., sondern auch von a, ß>, . . . Also 

T = T(a, ß 7 ... a } ß\ . . .). 
Somit folgt: 

(f.) öW=!£da + d ^6ß + ... 



d dT . . 
j . ö t ist : 

dt ca 



oder weil z. B. ~— ,- da = . Ik— -, da) — da 

Ausserdem ist nach (14. b): 

(h.) dL = L,<Ja + L 2 dj3H 

Durch Substitution dieser Werthe (f.), (g.), (h.) in (15.) folgt: 

, (fi ,/ar-F d dT r \ A , ( BT- w d dT r \ Jta , 

-Tt^-dz "-^ 6 ? -■■')> 

oder falls man mit dt multiplicirt, und über den gegebenen Zeitraum 
t • • • t x integrirt; und zugleich für Q seine eigentliche Bedeutung (15.) 
substituirt: 
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Der Ausdruck zweiter Zeile reducirt sich, weil die da, 8ß f ... in den 
Augenblicken t und t x verschwinden, andererseits aber die 8x } 8y } 8z 
wenigstens im Augenblick t verschwinden [vgl. (10.), (11.)] auf: 

(JSn m (x8x + y'Sy + z8z)) tl 

d. i. auf denjenigen Werth, welchen die hier eingeklammerte Summe 
im Augenblicke t x besitzt. Mit andern Worten: Jener Ausdruck zweiter 
Zeile reducirt sich auf 

(0).., 
wo alsdann Q selber wieder die in (15.) genannte Bedeutung besitzt. 
Demgemäs8 gewinnt die Formel (17.) folgende Gestalt: 

Das hier auftretende Q 

(18. a) Q = ^ M m (x8x + y8y + z'8z) 

kann, weil z. B. x = u = -g— ist, auch so geschrieben werden: 

(18. b) Q-- St»(U**+5J«ir + |?^), 

oder falls man m = Qdxdydz setzt, auch so: 

(18. c) S - ♦XGf. ( JJ dx + d * dy +;?*#) ä*4r<fe 
oder mit Rücksicht auf (12.) auch so: 

(» d) g - , jQfjf, (*£* + » <%» + . .) ixiyi .. 

Was die weitere Untersuchung betrifft, so wollen wir vorläufig nur 
zwei specielle Fälle in Betracht ziehen. 

Erster Fall: Der Raum SR ist einfach' zusammenhängend. — Als- 
dann ist das Geschwindigkeitspotential <t> in 9t überall stetig, und über- 
haupt den Bedingungen des Satzes p. 25 unterworfen. Somit folgt 
aus (18. d): 

Ö = Q ff m <t> (8x cos (N, x) + 8y cos (N, y) + 8z cos (N, *)) rftf, 
oder mit Rücksicht auf (13.): 

Q — ?// Ä <t> (<J£ cos (N, *) + 8rj cos (N, y) + 81 cos (IM, *)) dö. 
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Und hieraus folgt weiter, weil die <S£, drj, d£ im Augenblicke t t ver- 
schwinden [vgl. (11.)]; dass 

(QX - o 

ist. Demgemä8s nimmt die Formel (18.) die Gestalt an: 

Hieraus aber folgt weiter, weil die Variationen da, dß, . . . innerhalb 
des Zeitraumes t . . . t x willkürliche sind, nach bekannter Schlussweise, 
dass für jeden Zeitaugenblick t innerhalb jenes Zeitintervalls die Formeln 
stattfinden müssen: 

da dt da ^ = V > 

3ß dt dp lj * = U > 

etc. etc. etc. 

Substituirt man aber die hieraus für L l9 L 2} ... entspringenden Werthe 
in (14. b), so folgt: 

(21.) ÖL={— ra Tt —)öa + [— n -^aß + ... 

Diese Formeln (20.), (21.) gelten für jeden Zeitaugenblick t, der ge- 
legen ist zwischen der Anfangszeit t und einem beliebig gegebenen 
späteren Zeitaugenblick t v D. h. sie gelten ganz allgemein für jed- 
weden Zeitaugenblick der betrachteten Bewegung. 

Die Formel (21.) ist nun zur wirklichen Berechnung voy 8L ausser- 
ordentlich bequem. Sie zeigt, wie man dieses dL unmittelbar finden kann, 
sobald nur zuvor die analytischen Ausdrücke des GesammtpotetUials W 
und der lebendigen Kraft T aufgestellt sind. 

Diese zweite Methode*) zur Berechnung von 8L } wie sie uns durch 
die Formel (21.) dargeboten wird, ist nun leider nicht allgemein gültig, 
sondern vorläufig noch beschränkt auf den Fall, dass der Raum 91 
einfach zusammenhängend ist. 

Zweiter Fall: Der Raum 9t ist zweifach zusammenhängend. — Dieser 
Raum 91 kann alsdann mittelst eines Querschnittes q in einen einfach 
zusammenhängenden Raum © verwandelt werden. Und die Function 
<t> ist alsdann im Querschnitte q mit einer constanten Differenz x 
behaftet, sonst aber im Räume 9t überall stetig. Andererseits sind 

*) Man vgL p. 12. 
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TT* ~ä~' !T~ * m ^ aame ^ überall stetig, ohne Ausnahm« [vgl. den 

Satz p. 30]. 

Da nun <t> selber nicht im Räume 91, wohl aber im Räume © 
überall stetig ist, so folgt aus (18. d): 

Q _ Q JJ e (dz cos (N, x) + dy cos (N, y) + dz cos (N, z)) da. 

Dieses Integral besteht aus zwei Theilen, von denen der eine der Ober- 
fläche von 9t, der andere aber den beiden Seiten des Querschnitts q 
entspricht. Demgemäss ergiebt sich: 

Q — q ff^ <t> (dz cos (N, x) + • •) da + qx ff q (dz cos (N,a?) + • •) da, 

das letzte Integral hinerstreckt gedacht über alle Elemente da des 
Querschnittes q. Und zwar repräsentirt in diesem letzten Integral N 
die auf der linken Seite des Querschnittes q errichtete Normale, falls 
man nämlich wie früher, die Werthe von zu beiden Seiten von q 
mit und + x bezeichnet, und die Seite des Werthes als linke, 
die Seite des Werthes + x als rechte Seite festsetzt. 

Diese Formel für Q lässt sich mit Rücksicht auf (13.) auch so 
schreiben: 

Q _ Q jj^ (d$ cos (N, z) + .) da + qx ff q (dz cos (N,a?) + ••) da. 

Und hieraus folgt, weil die ££, £17, dg im Augenblick t x grschwinden 

[vgl. (11.)] 

(22.) (QX = qx (ff q (dz cos (N, z) + dy cos (N, y) + dz cos (N, *)) tte)^ . 

Ob nun dz, dy, dz im Augenblick t x verschwinden, wissen wir nicht 
[vgl. (11.) und die weiteren Bemerkungen daselbst]. Und demgemäss 
bleibt ans unbekannt, ob dieses (Q) tl Null ist oder nicht. 

Um hierüber ins Klare zu kommen, werden wir, und zwar im 
folgenden §., einen wesentlich andern Weg einschlagen, und dabei 
schliesslich zu dem Resultat gelangen, dass dieses (Q) tl nicht verschwindet, 
indessen einen Werth von sehr einfacher Form besitzt. 

§ 14. 
Fortsetzung. 

Der Raum 91 sei von beliebiger Beschaffenheit Stets ist nach 
(18. b) p. 53: 

(A.) Q-- 5ti({J^+g*ir+U4 

und ferner nach (A.) p. 39: 

(B.) <D - O + a'0, + ß* t + /<D 8 + V* A + /«>+... 
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da. 

wo z. B. «' = -77 • Substituirt man diesen Werth von <t> in den Aus- 

druck Q, so folgt: 

(«.) Q = A + M, 

wo A und M die Bedeutungen haben sollen: 

/ 3, „(»*.. + £„ + $„)■ 

+ etc. etc. etc. 

Das allgemeine Glied dieses Ausdruckes M lautet, bei Fortlassung der 
Factoren a, fi, . . . , folgen dermassen: 

^ m \l^ ix +W d y + J7 d *)> wo ., = 1,2, 3,....), 

und kann daher, falls man m = Qdxdydz setzt, auch so geschrieben 
werden: 

«fff* ^ 8x + Tt 8 y + Ti de ) dxd y d *> 0" - 1> 2, 3, ...) 

oder, mit Rücksicht auf die Gleichung (12.) p. 50, auch so: 

*JJJ* {-ix - + —d 9 - + - 'ä»-J ^J"**> ü = i, 2, 3, . . .) 

oder, weil <t> 1; 4> 2 , 4> 8 , ... (nicht 4> ) im Räume SR überall stetig sind, 
auch so: 

Q ffn <*>j (fix cos (N, x) + fiy cos (N, y) + tf* cos (N, *)) d<y, (j = 1, 2, 3, . . .) 
oder, mit Rücksicht auf die Gleichung (13.) p. 50, auch so: 

e//* >( d ^os(N,aO + ^ = 1,2,3,...) 

Hieraus aber folgt, weil <J£, dt], <$£ in den Augenblicken t und t x ver- 
schwinden [vergl. (10.), (11.) p. 49 J, dass dieses allgemeine Glied in 
jenen Augenblicken ebenfalls verschwindet. Gleiches gilt daher auch 
von M selber; was angedeutet werden mag durch die Formeln: 

(*0 (M), o = 0, (M),. =0. 

Für A geltm derartige Formeln nicht UeberJuiupt wird es, was A 
betrifft, zweckmässig sein, nicht A selber, sondern den Difl'erentialquotietrfeH 

■tt zu xintersuclwn. 

dt 
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Bei den folgenden Betrachtangen ist nun namentlich der Unterschied 
im Auge zu behalten, den man in der Hydrodynamik zwischen den Sym- 

holen t- and -r- zu machen gewohnt ist Es sei mir gestattet, kurz 

daran zu erinnern. 

Repräsentirt F eine Function, die für die verschiedenen Stellen der 

Flüssigkeit verschiedene Werthe hat, und deren Werthsystem überdiess 

variirt von einem Augenblick zum andern, so pflegt man, bei dem Symbol 

dF 

-%7-j unter F und F -f- dF diejenigen Werthe zu verstehen, welche jene 

Funktion in zwei aufeinanderfolgenden Zeitaugenblicken t und t + dt in 

ein und demselben Baumpunct besitzt, unbekümmert darum, dass während 

dieses kleinen Zeitintervall s dt andere und andere Flüssigkeitstheilchen 

durch diesen Baumpunct hindurchgehen. Man kann den ins Auge ge- 

fassten Raumpunct etwa markirt denken durch seine rechtwinkeligen 

Coordinaten (x, y, z), vorausgesetzt, dass das zur Ausmessung der Coor- 

dinaten dienende Axensystem ein absolut festes ist. Alsdann ist jeneB 

dF zu bezeichnen als die Differenz derjenigen beiden Werthe, welche 

die Function F im Puncto (x, y, z) zu den Zeiten t und t + dt besitzt — 

dF 
Bei Bildung der Ableitung -~j- hat man also einen festen Raumpunct 

unveränderlich im Auge zu behalten, und demgemäss kann man dieselbe 
etwa bezeichnen als die locale Ableitung nach der Zeit, 

dF 
Bei dem Symbol —rr hingegen ist nicht ein fester Raumpunct, son- 
dern ein bestimmtes Flüssigkeitstheilchen, irgend ein individuelles Flüssig- 
keüsmcUciä m im Auge zu behalten, und bei seiner Bewegung zu ver- 

folgen. In der That sind nämlich, bei diesem Symbol -j-, unter Fund 

dt 

F -f- dF diejenigen Werthe zu verstehen, welche die gegebene Function 
für ein solches individuelles Theilchen m in zwei aufeinanderfolgenden 
Zeitaugenblicken t und t -\- dt besitzt, wobei selbstverständlich die wäh- 
rend der Zeit dt erfolgende Ortsveränderung des Theilchens m mit in 
Anschlag zu bringen ist Sind z. B. (immer in Bezug auf jenes absolut 
feste Axensystem) x, y, z und x -f- dx, y -f- dy, z + dz die Coordi- 
dinaten dieses Theilchens m in den Augenblicken t und t -f- dt, so wird, 

dF 
was jenes Symbol -rr betrifft, anter F selber der Werth der gegebenen 

Function zur Zeit t im Puncte x, y, z, hingegen unter .F + dF ihr 
Werth zur Zeit t + dt im Puncte x -f- dx, y + dy, z -\- dz zu ver- 
stehen sein. — Demgemäss kann man dieses -7— etwa bezeichnen als 

die das individuelle Theilchen m begleitende Ableitung, Um solches 

dF 
noch schärfer hervortreten zu lassen, werde ich dem -77- jedesmal das 

dt 

dF 
betreffende Theilchen m als Factor beifügen, also schreiben m -rr • 

dt 

Heiimann, Hydrodynamische Untersuchungen. 4** 
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Was nun z. B. die in der Formel (ß.) enthaltene Function 

(s.) <t> = <t> (x, y, z, cc, ß, . . . .) 

• 

betrifft, so besitzt dieselbe innerhalb des von der Flüssigkeit occupirten 
Raumes 91 in verschiedenen Zeitaugenblicken verschiedene Werthsysteme. 
Wollen wir eines dieser Werthsysteme, etwa das dem Augenblick t 
entsprechende, bilden, so haben wir in der Formel (e.) den Parametern 
a, ß, . . . diejenigen speciellen Werthe zuzuertheilen, welche sie in diesem 
Augenblicke t besitzen, und sodann für (x,y,z) der Reihe nach sämmt- 
liche Punkte des Raumes 9t eintreten zu lassen. Demgemäss erhält 
man für die einem festen Raumpunct (x, y, z) entsprechende locale 
Ableitung von <t> den Werth: 

(g ~w — -äjr Tt + iß di H ' |V 8 L (*••) p- 41 J> 

wo da, dß } . . . die Zuwüchse von a, /}, . . . während der Zeit dt vor- 
stellen. Und andererseits wird man für die ein individuelles Tlieüchen m 

hegleitende Ableitung m -tt 2 den Ausdruck haben: 

W m ~dT =m \yx dt^"dy dt'* dz di* da dt'* df dt^ )' 

wo da, dß 7 ... Oje schon genannten Bedeutungen besitzen, während 
dx, dy, dz diejenigen Zuwüchse vorstellen, welche die Coordinaten 
x, y, z jenes Theilchens m währerd der Zeit dt erfahren. Demgemäss 

dx d%i dz 

sind -,• , !: } - .-- nichts Anderes als die Geschwindigkeits-Componenten 

w 5 v, w des Theilchens m, so dass man also die Formel (17.) auch so 
schreiben kann: 

WO ~ ^ = m [7x~ u +dJ v + 'dz~ n + da in + Jß dt + 7 * 
Beiläufig sei sogleich bemerkt, dass ich im Folgenden unter dem Symbol 
f»<J<t> eine das individuelle Theilclien m begleitende Variation, nämlich 
folgenden mit (17.) analogen Ausdruck verstehen werde: 

Es bezeichnet alsdann dieses w<J<t> diejenige virtuelle Veränderung, 
welche der das individuelle Theilclien m begleitende Werili w<t> an- 
nehmen würde, wenn man dieses Theilclien um dx, dy, 6z verrücken, 
und gleichzeitig die Parameter a, ß, . . . . und da, öß . . . vergrössern 
wollte. 

Dies vorausgeschickt, wenden wir uns zu unserer eigentlichen Auf- 
gabe. Nach (ß.) ist: 
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mithin: 

die Surnmation ausgedehnt über alle Flüssigkeitstheilchen tn des Raumes 9t. 
Der hier unter dem Summationszeichen stehende Ausdruck kann mit 
Rücksicht auf die in (<&.) eingeführte Bezeichnung auch so geschrieben 
werden: 

a 
oder auch so: 

m 



H**-fl& »«+$"+-])• 



■* it - m di(jZ* tt + 7i ** + •••)> 

oder mit Rücksicht auf (ij.), resp. (17'.) auch so: 

wo «', fi, . . . die Ableitungen von a, /5, . . . nach der Zeit vorstellen. 

Dieser Ausdruck aber kann schliesslich, weil u = Q — , v = -ö-, w = - — 

' öx 7 oy 7 dz 

ist, mit Rücksicht auf die in (/S.) p. 41 eingeführte Abbreviatur, auch 

so geschrieben werden: 



m 



«((♦k.») + S''+^+--)— iO&" + T>" + --) 



j A 

Substituirt man aber dies in (x.), so erhält man für -j- einen Werth 
von der Form: 

(*•) ' ^-HA + Aa+Bß + ...) + *-§, 

wo die ^4 , J, 2?, (7, . . . und M folgende Bedeutungen haben: 

■ '-.£-% -> ff fSi **■>»<", 

B-2,-% -,fff>-fcd,d,i., 



woraus beiläufig sich die Formeln ergeben: 

(v.) (JQfc — und (ÄX-O; 
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denn die da, dß, . . . . verschwinden sowohl im Augenblick t , wie 
auch im Augenblick t t . [Vgl. (10.), (11.) p- 49J. 

Der in (ft.) für A gegebene Werth ist einer weiteren Verein- 
fachung fähig. Substituirt man nämlich daselbst für <t> den Ausdruck: 

<D = <D + 0, a ' + s/ r + . . . . [vgl. (ß.) p. 55], 
so erhält man: 

Substituirt man aber hier für das erste Integral den in (4.) p. 45 an- 
gegebenen Werth, und beachtet, dass die folgenden Integrale, nach (6.) 
p. 43, sämmtlich = sind, so erhält man A^ = 26 , und kann daher 
z. 13. die Formel (A.) auch so schreiben: 

(|.) f t - 6 (26 + Aa + B(( + •••) + *£■ 

Nach (a.) ist nun aber Q = A + M, mithin: 

{0 ' } ei* — dt + <i* ' 

also mit Rücksicht auf (£.): 

(«.) f = * (20 tt + Aa + U/T + ...-) + *<***>, 

wobei zu bemerken ist, dass der Ausdruck ( M -f- Mj in den beiden 
Augenblicken t l} und ^ verschwindet: 

(*.) (If + MX = 0, (M+ M), = 0, [vgl. (6.) und (*.)]. 

§ 15. 
Fortsetzung und Sehluss. 

Wir kehren jetzt zurück zu unserer Hauptformel: 
(23.) (d\T-W] — äL) dt = d j t dt } [vgl. (15.) p. 52]. 

Integrirt man diese Formel über den gegebenen Zeitraum / . • . . t t , so 

ergiebt sich, falls mau gleichzeitig für '-^ den Werth (*r.) substituirt, 
und Rücksicht auf (q.) nimmt: 

(24.) f(dL — d\T — W] + i[2B n + Aa + Jfp + >-])dt = 0, 

(25.) d. i. f(8L - tf) dt = 0, 

wo alsdann /' die Bedeutung hat: 

(26.) / = T - W — 20 o — (Aa + B(f -\ ). 
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Bekanntlich hängt T von a, ß, . . . a', ß>, . . . ab, während anderer- 
seits W, O , A, B, . . . nur von den a, /3, . . . . (nicht aber von den 
a f ß>, . . .) abhängig sind; [vgl. p. 52, ferner (4.) p. 45, und (ft.) p. 59]. 
Somit folgt aus (26.): 

oder weil z. B. « , da =j.|„,i«| — I ,s <r^ I *« ist: 

#a a^(7a y \dt Ott J 

Ueberdiess ist: 

(h.) tfZ, = Z t <J« + L 2 */S -| [vgl. (h.) p. 52]. 

Substituirt man diese Werthe (g.), (h.) in die Formel (25.), und beachtet 
dabei, dass die da, Öß, ... in den beiden Zeitaugenblicken t und t t 
verschwinden [vgl. (10.), (11.) p. 49], so ergiebt sich nach bekannter 
Schlussweise : 

,_ ^ — da dt da* 

(27.) 

j _df d df 
lj *~'dfi dt dp' . 



Und diese Formeln (27.) zeigen also, wie man, falls der Ausdruck f (26.) 
gebildet ist, aus. diesem unmittelbar die Werthe von L x , L % . . . abzu- 
leiten vermag. 

§ 1«. 
Zusammenstellung der erhaltenen Besultate. v 

Man denke sidi eine von Iwliebig vielen Mmibranen begrenzte incom- 
prcssible Flüssigkeit, und diese Membranen (ihrer Lage und Gestalt nacli) 
abhängig von irgend wclclien Parametern a, ß, . . . ., die ihrerseits gegebene 
Functionen der Zeit sind; sodass also die Membranen in vorgeschriebener 
Bewegung sich befinden. 

Die Bewegung der Flüssigkeit ist alsdann eine völlig bestimmte. 
Denn es soll gegeben sein der wirbelfreie Anfangszustand derselben; und 
ebenso sollen auch gegeben sein die die Flüssigkeit sollicitirenden äussern 
Kräfte, oder viclmcJir das nur voti den Coordinaten abhängende Poten- 
tial dieser Kräfte. Bezeichnet man letzteres mit V= V (x, y, z), so wird 
z. B. das von den äussern Kräften auf die Flüssigkeit ausgeübte Gc- 
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sammtpotential W den Werth luiben: 

(1.) W - 9 Jff u Vdxdyde, [vgl. p. 12, 13], 

wo q die constante Dichtigkeit der incotnpressiblen Flüssigkeit vorstellt, 
und die Integration ansgedetmt zu denken ist über alle Volumelemente 
dxdydz des von der Flüssigkeit occupirten Baumes 8t. 

Um die Bewegung der Flüssigkeit wirklich zu ermitteln, hat man 
das Geschwindigkeitspotential <t> zu berechnen. Für dieses wird man 
einen Ausdruck erhalten von der Form: 

(2.) <t> = <t> + *,«' + <D 2 /r + . . . . [vgl. (A.) p. 39], 

wo a ' = ~di> & '~ dt' " • ***' tväJirend <t> , <t> lf 2 , . . . Functionen von 

x > Vi z > a > ß> - - • • vorstellen. Wie diese Functionen zu berechnen sind, 
oder vielmdir, welclien Bedingungen dieselben zu genügen Juxben, ist früher 
gezeigt worden [vgl. p. 39, 40]. 

Wir wollen annelimen, diese Iiechnung sei wirklich ausgeführt, und 
es seien also <t> , <t> u <t> 2 , . . . ., mithin auch <t> selber, mithin auch die Ge- 
schwindigkeitscomponentcn der Flüssigkeit 

/0 \ d& d<t> d<t> 

W U -JZ' *-■&> w== d7 

wirklich bekannt. Auf Grund dieser Kenntnisse kann man alsdann sofort 
die Integrale bereclmen: 

Ä - *SSf. £ *"*«'■ 

(4.) L»gl. W p. 59] 

B ~ *fff. w «**• 

etc. etc. 
sowie auch die Integrale: 

e » = 1 ffL (4>0 ' 0o) ******' 
(5.) ' [vgl. (4.) p. 45] 

Qjk = * fff^ (<J>>, **) dxdydz, 

wo das Symbol (F, G) die Bcdeutuny luibm soll: 

tv n\ <> v 8G , dF cG . dF dG , , , Ä s ,,, 

Solclies ausgeführt gedacht, wird alsdann die lebendige Kraft T der 

Flüssigkeit den Werth haben: 

(6.) T = O + [0 n a'* + 2Q n aß + --..], [vgl. (3.) p. 45], 

wo der eingeklammerte Ausdruck eine homogene Function zweiten Grades 

von a, (f, . . . ist. • 
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Aus diesen Darlegungen geht unmittelbar hervor, dass W, A, JB ; ... 
ferner 6 , U , 6 12 , .... lediglich von a, ß, . . . (nicht aber von a, fi . . .) 
abhängen , wahrend hingegen T sowohl von den a, ß, . . . wie auch von 
den a, ß>, . . . abhängt 

Will man nun endlich die von der Flüssigheit auf die Mem- 
branen ausgeübte virtuelle Arbeit: 

(7.) dL = L x 8a + LJß H [vgl. p. 1 1, 12] 

berechnen, d. i. diejenige Arbeit, welche die in Wirklichkeit von der 
Flüssigkeit auf die Membranen ausgeübten Druckkräfte, bei irgend einer 
durch 8a, d ß } . . . definirten Gestalts- und I jagen- Veränderung der Mem- 
branen, leisten würden, so kann man sich hiebei des Hamtlton y schen 
Princips bedienen. Und zwar findet man mittelst dieses Princips für 
jene Arbeit dL die Formel: 

(8.) f( dL — d O dt = °> [vg 1 - ( 25 p- 60 -L 

wo das f die Bedeutung hat: 

(9.) /■- T - W- 20 o - (Aa 9 +Bp+~ •), [vgl. (26.) p. 60.]. 

Dabei repräsentirt t den Augenblick des Anfangszustandes und t Y einen 
beliebig gegebenen spätem Zeitaugenblick. Ueberdiess sind bei Anwendung 
der Formel (8.) die Variationen da, d ß, . . . so eingerichtet zu denken, 
dass sie in jenen beiden Zeitaugenblicken t und t t verschwinden. Durch 
weitere Behandlung der Formel (8.) ergäben sicli alsdann für die in dL 
(7.) entlialtenen Coeffieienten L x , L 2} . . . die Werthe: 

L = df - - d l 

(io.) l _ d ; f dt d d ; f } [vgl. (27.) P . eij 

L * = Jß ~~ dt df' 
etc. etc. 
Und diese WertJie*) lassen sich, falls man für f seine eigentliche Bedeu- 
tung (9) substituirt, auctt, so schreiben: 

10M>w .!Z=™i^if+[$-fy + o +(^-5)/+...]. 






IdT.r/dG dÄ\ ,,/dC dB\„,, . . -i 



cy d _ 

etc. etc. 



*) Dass diese Werthe in Einklang sind mit den Anforderungen des Princips 
der lebendigen Kraft, läset sich leicht beweisen, wie später bei passender Gelegen- 
heit gezeigt werden soll. 
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Demgemäss wird also jeder der Coefßcienten L l9 L 2 , L 3 . . . einen Wcrth 
haben von der Form: 

(lO.b) A + (k t a'+ A, ^+..) + (A a «'*+ 2 X ti aft+ .-.) + (A, «"+ A,/J"+ •••), 

wo die A, A Functionen der a, ß 9 y, . . . vorstellen. 

§ 17. 
Weitere Bemerkungen. 

Znsatz. — Js/ (fcr von der Flüssigkeit eingenommene Baum 9t 
einfach zusammenhängend, so verschwinden 9 und A, B, C, ....; 
sodass wian in diesem Fall zu den früheren Formeln (20.) pag. 54 zurück- 
gelangt Ist hingegen der Baum 9t mehrfach zusammenluingend, so wird 
das 6 im Allgemeinen weder Null, nocJi eine Constante, sondern eine 
wirkliche Function von a, ß } . . . sein. 

Beweis des Zusatzes. — Für den Fall eines einfach zusammen- 
hängenden Raumes 9t kommen die Querschnitte <?, q, <j\ . . . und die 
Gonstanten x, x', x", ... in den Bedingungen (B .) pag. 39 in Weg- 
fall; sodass also diese Bedingungen die Gestalt annehmen 

*»> W> W' TT sfe ^' und A<t> <> = °' ^ Raume **' 

(«.) * 

ttt? = 0, an der Oberfläche des Raumes 9i. 

Diesen Bedingungen wird aber genügt durch 

(ß.) <D = A(0, 

wo h(t) eine unbestimmte Function der Zeit, hingegen unabhängig von 
#, y, ist. Auch erkennt man aus dem Satze (1.) p. 25, dass dieser 
Werth von <t> nothwendiger Weise der ricfUige ist. Denn neben diesem 
Werthe kann, zufolge jenes Satzes, kein anderer existiren, welcher 
ebenfalls den gestellten Bedingungen (a.) Genüge leistete. — Aus (ß.) 
ergiebt sich nun sofort [weil h(f) als Null betrachtet werden darf, 
vgl. p. 40] : 

i ^ - 0, d -fi - 0, ^ - 0, mithin auch: (*„ %) - O. 

und ferner: -^ = 0, -^j = 0, etc. etc. • 

Aus diesen Formeln (y.) aber folgt weiter: 

O = O, [nach (5.) p. 62], 

A =0, B = 0, (7=0, etc. etc. [nach (4.) p. 02]. 

Und hiemit ist der erste Theil des Zusatzes bewiesen. Andererseits 
ergiebt sich der zweite Theil desselben direct aus (7.) p. 46. 



(*o 
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§ 18. 
Ueber einen sieh leicht darbietenden Weg zur Verification der dem 
Princip der lebendigen Kraft und andrerseits dem Hamilton'sohen 

Prineip entsprechenden Formeln. 

Dieser Weg besteht im Wesentlichen darin, dass man die in 
jenen Formeln enthaltenen Grössen 

(a.) W y T> dL, dL und L l} L* } 

sämmtlich durch <t> ausdrückt, und sodann, mittelst der bekannten 
Eigenschaften von <t>, nachweist, dass jene Formeln wirklich stattfinden. 

Wir wollen in diesem § zuvörderst zeigen, in welcJier Weise die 
genannten Grössen durch <t> sich ausdrücken. 

Nach der Definition der Grössen ist (vgl. p. 13 und 11): 

iß) W= <,///„ Vdxdydz, 

(y.) T = -f fff m («» + v* + tf) dxdydz, 

(d.) SL^L^a-t- -M/H , 

(e.) dL = Z,da + L % dß H , 

ferner: 

(t) 



L *=SS*p* da > 

etc. etc. 



Substituirt man nun hier für u, v, w, p die aus unsern Grundformeln 
(IL), (III. a) p. 19 sich ergebenden Werthe: 

d& d<t> d<t> 

ex 7 oy 7 dz' 

p = - » (& + <V* + r) + 9W), 

und beachtet man dabei die früher gefundenen Gleichungen (p. 8): 

SS« Ad * = o, 

JJm Bd0 " °> 
etc. etc. 
so erhält man: 

(1.) W^Q.fff^Vdxdydz, 

(2.) T = | ///„ (0, <D) dxdydz, 

Htamann, Hydrodynamische Untersuchungen. 5 
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und femer: 

* — »ff. <J? + «V + y) **» 
*■ — *ff. 6? + *¥» + F ) *". 

etc. etc. 

Multiplicirt man ferner diese Formeln (3.) resp. mit -r^, *3?> " ' * un ^ 
addirt, so folgt mit Rücksicht auf (£.): 

S—»jOr.e?+ ! ¥ l +»)(*S+BJf +•••)*. 

also falls man die Grundformel (I. c) p. 19 beachtet: 

Setzt man nun 

< 6 '' - — ■?«" + dt > 

so muss sich auf Grund der Ausdrücke (1.), (2.), (4.), und unter Be- 
nutzung der bekannten Eigenschaften der Function <t> nachweisen 
lassen, dass dieses Z = ist. Denn andrerseits würde die dem Princip 
der lebendigen Kraft entsprechende Formel (5.) p. 37 unrichtig sein« 
Und setzt man andrerseits' 

so muss sich auf Grund der Ausdrücke (1.), (2.), (3.) zeigen lassen, 

dass dieses | 2 ^ + (§£ - §j?) /T + (§£_ §£) y + . . - . 

ist. Denn andernfalls würden die dem Hamilton'schen Princip ent- 
sprechenden Formeln (10. a.) p. 63 unrichtig sein. 

§ 19. 

Verification der dem Princip der lebendigen Kraft 

entsprechenden Formel. 

Es handelt sich darum, den Ausdruck =. (5.) wirklich zu bilden. 
Zu diesem Zwecke ist zunächst die aus (1.), (2.) entspringende Formel: 

(7.) T+ W=±fff K ((0,0) + 27) dxdyde 

nach der Zeit zu differenziren. 
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Will man nun aber ein Integral von der Form (7.), d. i. von der Form: 
(a.) J = fffx fdxdydz, wo f= f{x, y, e,a,ß,... a, ?,...) 

nach der Zeit differenziren, so ist zu beachten, dass das gegebene mate- 
rielle System sich in Bewegimg befindet, mithin Gleiches z. B. auch gilt 
von dem Integrationaraum SR. Bezeichnet man die Lage und Gestalt 
dieses Baumes in den Augenblicken t und t + dt resp. mit 9t und $R\ 
und den Werth des betrachteten Integrals in diesen Augenblicken mit 
J und J + äJ % so wird also: 

(b.) J=fff K fdxdyd0, 

(c) dJ - SL-* fdxdyds + SSL & dt ) d * d y d * . 

wo 

ia \ df df , *df # , , df ff , df #, , 

Sind £, ij, f und £ + d£, jj + dij, f + df die Coordinaten irgend eines 
Membranelementes da zu den Zeiten t und t -\- dt, so wird die Grenze 
des Raumes 9i in der Richtung der auf da errichteten (von der Flüssig- 
keit, d. i. von 9i abgewendeten) Normale N während der Zeit dt um 
eine Strecke dN vorrücken, welche den Werth hat: 

(e.) dH = d\ cos (IM, x) + *fy cos (IM, y) + dg cos (N, z)\ 
so dass also nach (#.) pag. 17 dieses 

( f.) . < m = m dt 

ist. Das erste Integral in (c), welches sich ausdehnt über den schalen- 
förmigen Raum 9T — 9i, kann nun, unter Anwendung dieses <2N, so ge- 
schrieben werden: 

ff u Wd; 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle Oberflächenelemente da 
des Raumes 9t. Demgemäss nimmt jene Formel (c), falls man sie durch 
dt dividirt, und für J seine eigentliche Bedeutung substituirt, die Ge- 
stalt an: 

oder, falls man für <ZN seinen Werth (f.) einsetzt, folgende Gestalt: 

« Uff.""«— ff.f% d '+ffL>w- 

Differenzirt man nun die Gleichung (7.) nach der Zeit, so erhält 
man nach Vorschrift der Formel (h.): 

(so *2£= - j {//» «», ♦)+")»*«+ jOGT. *%* *■**) . 
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denn es ist zu beachten, dass das Potential V von t unabhängig ist 
Das letzte Integral dieser Formel (8.) 

kann offenbar behandelt werden nach Vorschrift der Formel (£.) p. 42, 
und verwandelt sich alsdann in das Oberflächen-Integral: 

2 Jj» Tt m da - 

Jene Formel (8.) nimmt somit die Gestalt an: 

(9 .) i£ + m _ .;. ff m («,, ♦, + , r + * £) §£ *« 

Nach (4.) ist aber: 

(•«•) w — ■: jj„ (» w + (». ♦)+»»') fs *. 

und substituirt man diese Werthe (9.), (10.) in (5.), so erhält man 
(11.) = = 0. Q. e. d. 

§ 20. 

Verification der dem Hamilton'uohen Princip entpreohenden Formeln. 

Es handelt sich hier [vgl. pag. 66] um die Berechnung des Aus- 
druckes 

wo T, T — W und L x die Werthe haben : 

(3.) T - W- J fff K ((*, <D) - 2 V)) dxdyde, 

(4.) L, •-;- ff n ((0, 0) + 2 V + 2 |J) AA». 

Dabei sei sogleich daran erinnert, dass und (0, 0) sich so aus- 
drücken lassen (vgl. p. 39): 

(5.) = O + 1Ä ' + <t> 2 /3' + <t> 8 /H 

(6.) (0, 0) = (0 O , O ) + 2(0 O , 0,) a + 2(0 O , *,) /T + • • • 

+ (0 1? I )« 2 + 2(0 1 ,0 2 )a'^ + ... 

Um nun das 5 (1.) wirklich zu berechnen, sind die Integrale (2.), (3.) 
partiell nach a } resp. nach a zu differenziren. 
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Will man nun aber ein Integral von der Form 

(a.) J= fff^ fdxdydz, wo f = f[x 7 y, g, a, ß, • • • a , /}>..) 

partiell nach a oder a differenziren, so ist zu beachten, dass die augen- 
blickliche Lage und Gestalt des IntegrationBraumes ffi von a, nicht aber 
a abhängt. Dem gemäss ist z. B.: 

(b) & ffL fdxdydz = ffL Ü dxdydZ - 

Was andrerseits die Differentiation nach a selber betrifft, so erhält man 
analog mit (g.) p. 67 die Formel: 

,., ljff n tut*. - ff m f« u +fff n H ä*äyä, 

Dabei bezeichnet da den der Variablen a ertheilten Zuwachs, und dH 
diejenige Strecke, um welche, in Folge dieses Zuwachses, die Grenze des 
Raumes SR in der Richtung der auf da errichteten Normale N vorrückt. 
Dieses dH hat daher den Werth: 

dH = (|| cos (N,*) + §| cos (N,y) + ^ cos (N,*)) da, 

und kann somit, nach (5.) p. 7, auch so ausgedrückt werden: 

dti = Ada. 
Dies in (c.) substituirt, erhält man: 

(d > k ffL fdxdydg - ff» fAd * + ffL t« ***** 

Nach Vorschrift dieser Formel (d.) ergiebt sich nun aus (3.): 

denn es ist zu beachten, dass V von a unabhängig. Andrerseits er- 
giebt sich aus (2.) nach Vorschrift der Formel (b.): 

oder weil d -P£>- - 2 (d>, fj), d. i. = 2(<D, O,) ist [vgl. (5.)]: 

Um nun weiter von diesem Ausdrucke den vollständigen Differential- 
quotienten nach der Zeit zu bilden, hat man zu verfahren nach Vor- 
schrift der früheren Formel (h.) p. 67. Man erhält alsdann: 

<*•> i£ - 1 [IL »ä«o iS »+fff. 2 ^ **4 
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Die in (7.) und (8.) enthaltenen 22auft»-Integrale 

f/L *& ***-fJT. 2 6t. ♦) ***. 

SSL 2 -^ *•**• - SSS. ( 2 6? • *■) + 2 (rt> ♦)) *** 

können behandelt werden nach Vorschrift der Formel (£.) p. 42. Man 
erhält alsdann: 

SSS, 2 ^ *"»* -SS, ( 2 S w + 2 $ «)<* 

Substituirt man diese Werthe in (7.), (8.) ; und multiplicirt man zu- 
gleich die Formel (7.) mit — 1, so folgt: 

denn es ist zu beachten, dass -^~- = A [vgl. (B^) p. 39)]. Nun ist 
ferner nach (4.): 

*>- .JÜT. (- *¥»-'-# *'* 

Addirt man jetzt die drei letzten Formeln, so folgt mit Rücksicht 
auf (1.): 

• <w • - » yy. («•- *.> + ^ - © %»<-<ss. <*> *> * «* 

Nun ist, wie mit Rücksicht auf (5.) sich leicht ergiebt: 
(*i, *) = (*» %) + (*i, <•>.) «' + («Oi- *.) /* + (*i, *3) / + • • • 

^r = "är+ "F^" a + "F^"P+ tz* +'" 

Ausserdem ist 

|£ - a« + B/r + ry + ••• [vgl. P . 18] 

und endlich ist nach (6.) 

(0, 0) = (0 O , O ) + 2(<D , 0,) «' + 2(<t> , * 2 ) /T + • • • 

+ (<t> 1 ,<t> 1 )a' 2 + 2(<t> 1 ,ct>,)a'0' + ... 
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Substituirt man diese Werthe in (9.), so erhält man für 6 eine 
Formel von der Gestalt: 

(10.) «-*//. Fd *> 

wo das F die Bedeutung besitzt: 



F=l 



+ etc. etc. 



> < 




+ A« 



+ iy 

+ etc. 



+ 2(00,4.0 «' + 2(00,0,) /r 
+ 2(0 o ,0 8 )/ + etc.etc. 

+ (*» *i) «" 
i+2(0 1; 2 )a'/ir + etc.etc. J 



Substituirt man jetzt dieses F in (10.), und ordnet nach den a, ß, 
y , • ■ ■, so erhält man für | einen Ausdruck von der Form: 

(ii.) 6_e + G 1 rf + G t /r + G,,,' + ... 

wo die (t leicht angebbar sind, nämlich die Werthe haben: 
(12.) G - - p J/ a (0 O , O ) Adtf, 

(13.) G 1 = ejy w ([(0 l ,<l»o)-^]A-2(0 1 ,0o)A)^, 

(14.) G, - p jj s ([(0 X , O ) - ^] B - 2(0„ O ) a)<**, 

etc. etc. etc. 
(15.) U -O, 

(16.) G 12 = (> jJ 8i ([(0 1 ,0 2 ) + ^_^]A+(0 1 ,0 I )B-2(0 1 ,0 si )A)d<T, 



etc. etc. etc. 



( n.) e„ -,XC ([(»,. *.) + ^ 

(i8.)G„- f _/y;([(»„0,) + ^ 






- (0 2 , 0,) Aj rfff, 



+ [(*.,<*) + l£-l§]B-2(0,,0 s )A)tf*, 



dy 
etc. etc. 



etc. 
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Weitere G J a braucht man offenbar nicht anzugeben. Denn bei unserer 
ganzen Betrachtung nimmt die Gruppe 

(1, «, A) 

d. h. der Index 1 und die ihm beigeordneten Grössen a, A eine bevor- 
zugte Stelle ein gegenüber den Gruppen 

(2, 0, B), (3, y, D, (4, d, A), etc. etc. 

während diese letzteren Gruppen einander völlig parallel stehen. Be- 
zeichnet man also mit j, k irgend zwei von 1 verschiedene Zahlen, so 
sind erstens 

alle G, analog mit G %f G % (nicht mit G,); 

und ferner sind alsdann 
alle Gyj analog mit G x% , 
alle Gj, analog mit G iit 
alle G jk analog mit 6r M . 

Um nun die G's wirklich zu berechnen, und in solcher Weise das 
unbekannte £ (11.) zu finden, sind weitere Untersuchungen anzustellen. 
Wir werden der Reihe nach zuerst 6? , sodann die übrigen 6r mit nur 
einem Index, endlich die G mit doppeltem Index in Betracht ziehen. 

Berechnung von G . Nach (d.) p. 69 ist: 
Das letzte Integral dieser Formel kann auch so geschrieben werden: 

ff !.*&>*•)***'** 

oder nach (g.) p. 42 auch so: 

rr 2 *** *£ d*, 

und hat daher, weil -^r = ist [vgl. (B .) pag. 39], den Werth Null. 
Somit folgt: 

jJ R (*„ O ) Adtf = £-///„ {%, <»„) dxdydM, 
also nach (12.): 

G o = -Q kfff* (*«' °o) dxdydz, 
oder was dasselbe ist: 
(19.) G =-2*£, 

wo 9 das erste Glied im Ausdruck der lebendigen Kraft T vorstellt 
[vgl (4.) p. 45]. 



da 
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Berechnung der übrigen G mit einfachem Index. — Nach (d.) 
p. 69 erhält man die Formel: 

deren linke Seite, zufolge (G.) p. 43, verschwindet; sodass also die For- 
mel die Gestalt annimmt: 

Hieraus aber folgt, falls man die rechte Seite nach Vorschrift der 
Formel (£.) p. 42 behandelt: 

/j>.,<v)a,.— ur.£#"+xr.E£"}. >-«**- 

Setzt man hier das j successive = 1, 2, und beachtet, dass -^ = 0, 
-~~ = A, -ött — B ist. so erhält man: 

Aus der letzten Formel aber ergiebt sich, falls man 1, a, A mit 
2, ß, B. vertauscht: 

(*•) fL&MBd* ffjft Ad,. 

Mit Rücksicht auf (je.) und (q.) nehmen nun die Formeln (13.), (14.) 
die Gestalt an: 

(«•) ö, - 0, 

Nun ist nach (d.) p. 69: 

w Ä JQCT. $ *-i* -//". *#** +./I/*» 0? ***. 

also, falls man a, A mit /3, B vertauscht: 

w ä jxr. ä «•** - jot. £ b* + jrör k ^ uh*. 

Aus (v.) und (<p.) ergiebt sich aber durch Subtraction eine Gleichung, 
mittelst deren die Formel (r.) folgende Gestalt annimmt: 

(*) G, = 9 Qp fffn d -^.dxdytU - *- fff % ^ dxdydz) = §| - §f , 

wo -4, 5 die früher [in (4.) p. 62] festgesetzten Bedeutungen haben. 
Analoge Werthe findet man für G z , G if ... [vgl. die Notiz p. 72, oben]; 
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so dass man also für die G mit cinfaeJiem Index, nach (o\) und {%.) 
folgende Ausdrücke erhält: 

(20.) G t -0, ö, — |^ — |f, G s = ^-^,etc. etc. 

Berechnung der & mit doppeltem Index. — Setzt man: 

J== SSS^ dxd y dz > i = 1,2,3,... 

so ist nach (d.) p. 69: 

n -ff* +> M ' + fffn l£ ***»*, 3 - 1, M, • • . 

Das erste Integral der rechten Seite kann nun, weil 4 A = -^ ist, auch 
so geschrieben werden: 

oder nach (y.) p. 41 auch so: 

fff*(*J>*t) d * d 9 d '> J- 1,2,3,- 
Somit folgt: 

si-XGT. ((♦*<>,) +^)*^*, i- 1,2,3,... 

DifFerenzirt man dieses Integral von Neuem, und zwar nach ß } so er- 
hält man, und zwar wieder nach Vorschrift der Formel (d.) p. 69: 

s-//.((*>.».)+-3 B ^+///«(^+^)^' i ^-- 1 - 2 - 3 ' 

Das eine der hier auftretenden Integrale lässt sich so darstellen: 

ffL -^ ***- J9T. (Q. ».) + (£. «))*-»*. 

_ er ( d< **j d<t>i -l — a0 A/7 

~JJn\dß 3N + dß W/ ' 
wie sich solches leicht ergiebt mittelst (y.) p. 41. Substituirt man 

diesen Werth und beachtet, dass -^~ = A ist, so erhält man: 

_a s 



av /•/* /, v 34>, a<t>, a^! a<i>\ , . 



d i <t> i 



Denkt man sich von dieser Formel diejenige subtrahirt, welche 
entsteht, wenn man J umgekehrt zuerst nach ß f und dann nach a 
differenzirt, so gelangt man zu folgendem Resultat: 

/v* / a<t>, a<t>.\ /»/» / ao« a<t>A 

( f -) JJM^ B+ wW d6 -fM^^^+^m) d ^ '-W- 
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Setzt man hier j = 1 und beachtet, dass -^~ = A ist, so folgt: 

<*> ff» ([- (♦» ♦■> + i£ - £] A + (♦» «*> B ) d * - °- 

Nun ist nach (15.): 

(21.) ö u - 0; 

andererseits aber folgt aus unserer letzten Formel (g.), dass das in (16.) 
angegebene 

(22.) 6? 12 ebenfalls =0 

ist — Setzt man ferner in (f.) das j = 2, und beachtet, dass -^ = B 
ist, so folgt: 

' ff» (!>» ♦.> + ^ - ^] B - (*„ *,) A) <** - 0, 
woraus mit Rücksicht auf (17.) sich ergiebt, dass 
(23.) <? M — 0. 

Setzt man endlich in (f.) das j = 3, und beachtet, dass -^~ = T ist, 
so folgt: 

XC K ♦.) b + ^ r) ^ - jj 8 ((03, *,) a + a ^ r) <**, 

oder falls man 2, 0, B mit 3, y } T vertauscht: 

Durch Addition dieser beiden letzten Formeln folgt: 

und hieraus folgt mit Rückblick auf (18.): 

(24.) G n = 0. 

Zusammen&ssung. — Die soeben erhaltenen Formeln (21.), (22.), 
(23.), (24.) zeigen, dass die G's, mit doppeltem Index sämmtlich ver- 
schwinden, so dass man also für die Grosse £ (11.)? durch Substitution 

der in (19.), (20.) für G , G l} G 2 , G s , G A , , erhaltenen Werthe, 

den Ausdruck erhält: 

(25.) £ __ 2 £ + (^-§f), + (»_§£),- + .... 
Q. e. d. 
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§ 21. 

Ueber die Bewegung eines starren Körpers im Innern einer 

incompressiblen Flüssigkeit. 

Wir beginnen mit gewissen allgemeinen Ueberlegungen. Ist die 
gegebene Flüssigkeit von beliebig vielen und beliebig sich bewegenden 
Flächen begrenzt , und überdiess der Einwirkung äusserer Kräfte ans- 
gesetzt, deren Potential V= V(x y y,z) als eine gegebene Function 
der Coordinaten sich darstellt, so wird die Flüssigkeit, falls sie in 
irgend einem Augenblick wirbelfrei sein sollte, fortdauernd wirbelfrei 
bleiben. Dieser schon früher (p. 15) constatirte Satz ist an die Vor- 
aussetzung gebunden, dass keine Beibung stattfindet, weder innere noch 
äussere. 

Demgemäss wird also z. B. das Wasser in einem Glase, falls das- 
selbe zu Anfang in Buhe, mithin wirbelfrei ist) durch Umrühren mit 
einem Stabe niemals in wirbelnde Betvegung gerathen können, — vor- 
ausgesetzt, dass die Beibung als Null betrachtet werden soll. Dieser im 
ersten Augenblicke sehr sonderbar erscheinende Satz fordert zu einer 
genaueren Controle auf, und namentlich zur Beantwortung der Frage: 
welclier Art denn die Bewegung sei, die unter den genannten Umständen 
entsteht. 

Zu diesem Zweck wollen wir einen starren Körper im Innern der 
Flüssigkeit in kreisförmiger Bahn herumlaufen, oder (besser ausgedrückt) 
um eine feste Axe sich drehen lassen. Zuvor aber wird es zweckmässig 
sein, den Fall einer fortschreitenden Bewegung des Körpers ins Auge 
zu fassen. Dabei mag der Einfachheit willen, im einen wie im andern 
Falle, angenommen werden, dass die gegebene Flüssigkeit nach allen 
Seiten ins Unendliche reicht, dass sie nämlich nach Aussen hin be- 
grenzt sei 

(1.) von einer unbeweglichen Kugel fläche a^, deren Radius unendlich 
gross ist, und deren Mittelpunkt irgendwo im Endlichen liegt. 

§ 22. 

Erster Fall: Der starre Körper befindet sieh im Innern der Flüssig- 
keit in einer blos fortschreitenden Bewegung. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Durch irgend welche Vor- 
richtungen sei die Beweglichkeit des Körpers in solcher Weise be- 
schrankt, dass er nur sich selber parallel in der Richtung der #-Axe 



Erster Fall: Fortschreitende Bewegung. 77 

fortschreiten kann*). Abgesehen von den Druckkräften, mit welchen 
Korper und Flüssigkeit gegenseitg aufeinander wirken, mögen noch 
gegebene äussere Kräfte vorhanden sein, welche theils auf den Körper, 
theils auf die Flüssigkeit influiren. Was die auf den Körper aus- 
geübten äusseren Kräfte betrifft, so mag die Summe ihrer #-Compo- 
nenten mit X bezeichnet sein. Und was andererseits die auf die 
Flüssigkeit einwirkenden äusseren Kräfte anbelangt, so mag ihr Poten- 
tial V = V(x } y, z) heissen. 

Ausserdem sei gegeben der Anfangszustand des Körpers, und eben- 
so dei der Flüssigkeit, und zwar letzterer als ein tvirbelfreier. Es soll 
die unter diesen Umständen stattfindende Bewegung des Körpers näher 
untersucht werden. Dabei mag die Gestalt des Körpers eine beliebige 
sein, etwa die einer Kugel, eines Ellipsoids, eines Ringes, u. s. w. 

Bemerkung. — Was den als wirbelfrei vorausgesetzten Anfangs- 
zustand der Flüssigkeit betrifft, so sind zwei Falle zu unterscheiden, je 
nachdem der von der Flüssigkeit eingenommene Raum 5R einfach zu- 
sammenhängend ist, oder nicht. Im erstem Fall ist nämlich der An- 
fangszustand der Flüssigkeit durch den des Körpers bereits mitbestimmt 
[vgl. die Sätze (2), (3.), (4.) p.26j. Im letztern Fall hingegen wird der 
Anfangszustand der Flüssigkeit erst dann bestimmt sein, wenn ausser 
dem Anfangszustande des Körpers noch gewisse durch den Anfangs- 
zustand der Flüssigkeit charakterisirte Constanten %, %', %", . . . gegeben 
sind [vgl. die Sätze (2.), (3.) p. 31]. 

Denkt man sich im Innern des Körpers einen bestimmten Punct 
(etwa seinen Schwerpunct) markirt, und die #-Coordinate dieses Punctes 
mit £, ferner die Masse des Körpers mit M bezeichnet, so ergiebt sich 
für die Bewegung des Körpers die Differentialgleichung: 

(2.) * Jfg = X + X», 

wo X die schon genannte Bedeutung hat, während X p die a>Com- 
ponenten derjenigen Wirkungen vorstellen soll, welche auf den Körper 
ausgeübt werden durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit 

Mittelst dieser Gleichung (2.) ist j zu bestimmen als Function 
der Zeit t. Nehmen wir vorläufig an, diese Function j = f(t) wäre 
bereits bestimmt, und der Körper bewege sich also nach Massgabe der 
Gleichung j = f(t) in vorgeschriebener Weise, so können wir sofort 
alle Sätze und Formeln unserer allgemeinen Theorie in Anwendung 

*) Man kann sich z. B. den Körper durchbohrt denken von zwei einander 
parallelen unendlich langen und unendlich dünnen Drähten, deren Lage absolut un- 
beweglich ist. Und man kann deingemäss sagen , der Körper sei beweglich längs 
eines gegebenen festen Geleises. 
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bringen. Statt der beliebig vielen Parameter a 7 ß, y, d, . . ., von denen 
in der allgemeinen Theorie die Rede ist, haben wir dabei im gegen- 
wärtigen Fall nur einen Parameter, bezeichnet mit g*). 

Wir wollen insbesondere das Princip der lebendigen Kraft: 

( 3 — dt — = — 1t > ( V 8 L P' 31 )> 

anwenden; wo T die lebendige Kraft der Flüssigkeit, W das auf sie 
einwirkende Gesammtpotential, und dL die von ihr während der Zeit 
dt auf den Körper ausgeübte Arbeit vorstellt. Diese Arbeit dL besitzt 
offenbar im gegenwärtigen Fall den Werth: 

(4.) dL = X*>di, 

wo d^ den Zuwachs der Coordinate £ während der Zeit dt bezeichnet. 
Ferner ist: 

(5.) T== e + e n (§) 2 ; (vgl. p. 45). 

Die Grössen 6 und 6 n hängen im gegenwärtigen Fall lediglich von 
£ ab, d. h. sie hängen lediglich ab von der relativen Lage des Korpers 
zur Kugelfläche o^ (1.). Diese relative Lage aber bleibt, weil alle 
Puncte jener Kugelfläche unendlich fern .sind, stets dieselbe. Folglich 
sind 9 und 9 n Constanten. 

Ferner gilt für W die Formel: 

(6.) W= Q fff m Vdxdydz, (vgl. p. 13), 

die Integration erstreckt über alle Volumelemente dxdydz des von der 
Flüssigkeit eingenommenen Raumes 9t. Nun kann aber gesetzt wer- 
den: 91 = 91^ — 9t/, falls man nämlich unter 9t Ä den ganzen Innen- 
raum der Kugelfläche <?„, andrerseits aber unter 91; den Innenraum 
des gegebenen Körpers versteht. Demgemäss kann die Formel (6.) 
auch so geschrieben werden: 

(7.) W= Q JJJ^ Vdxdydz - 9 fff Kj Vdxdydz. 

Offenbar ist das erste dieser beiden Integrale eine Constante: 
(«.) ifff^ Vdxdydz = C. 

Bezeichnet man ferner den Werth des zweiten mit W J : 
(/»•) Q fff K Vdxdydz = T*\ 

*) Auch im Folgenden werde ich die Parameter a, ß, y, d, . . . , durch welche 
die augenblickliche Lage der die Flüssigkeit begrenzenden Flachen sich bestimmt, 
bei specialen Anwendungen stets mit deutschen Buchstaben (wie j, t), 3, 8 etc. etc.) 
bezeichnen. 
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so repräsentirt offenbar W* dasjenige Gesammtpotential, welches die 

dem Potential V entsprechenden äussern Kräfte auf den betrachteten 

starren Korper ausüben würden, falls seine Materie identisch wäre mit 

derjenigen der gegebenen Flüssigkeit. Durch Substitution der Werthe 

(<*•)? (ß-) in (?•) erhält man: 

(8.) TP=C- W, 

mithin: 

<q\ iE _ _ am — _ am *i — w*! 

W dt ~ dt ~ dt dt ~^ dt> 

wo alsdann Xß die x-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche 
die dem Potential V entsprechenden Kräfte auf den Körper ausüben 
würden, falls seine Materie identisch wäre mit derjenigen der gegebenen 
Flüssigkeit 

Substituirt man die Werthe (4.), (5.) und (9.) in die Formel (3.), 
so erhält man: 

(io.) £( e „ + 9ll (£)') + *£ — x ,ü., 

also weil 6 und 6 n Constanten sind: 

(ii.) 2 e u g = -x>-x». 

Substituirt man endlich den hieraus für X p sich ergebenden Werth in 
(2.), so folgt: 

(12.) {M+2e u )%*-X-X*. 

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, welche unter sonst 
gleichen Umständen für die Bewegung des Körpers im leeren Raum 
gelten würde, d. i. mit der Formel: 

so bemerkt man einen doppelten Unterschied. 

Einerseits nämlich ist eine dem Princip des Archimedes entsprechende 
Verminderung der einwirkenden Kraft eingetreten, indetn X in (X— X J ) 
sich verwandelt hat Und andererseits ist eine Zunahme der Trägheit des 
Körpers eingetreten, indem M in (M + 20 u ) übergegangen ist. 

Dabei bezeichnet 6 U eine stets positive Constante, die lediglich 
Ton der Gestalt des gegebenen Körpers abhängt; wie solches sich leicht 
ergiebt mittelst der Formel (4.) p. 45 und mittelst der Formel (B ), 
(B r ), (B,.), etc. p. 39. 
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Beiläufige Bemerkung. — Wirken von Aussen her keinerlei Kräfte ein, 
weder auf den Körper noch auf die Flüssigkeit, ist also X =■ 0, ebenso 

V = 0, mithin auch X* ' = 0, so folgt aus (12.): 

Ist also der Körper im Innern der Flüssigkeit längs eines festen Geleises 
beweglich, und wirken von Aussen her keinerlei Kr äße ein, so wird er 
seine anfängliche Geschwindigkeit in infinitum beibehalten, mithin in 
gleichen Zeiten gleiche Strecken durchlaufen. 

m 

Von der in (12.) auftretenden Kraft X* haben wir eine deutliche 
Vorstellung (nämlich insofern, als sie dem Prinrip des Archimedes ent- 
spricht), nicht aber vom Werthe der Constanten n . Will man die 
Constante 6 lt berechnen, so muss man zunächst die Bewegung der 
Flüssigkeit kennen. Dies aber lässt sich in speciellen Fällen wirklich 
erreichen, so z. B., wenn 

der gegebene Körper eine Kugel ist. Alsdann nämlich wird der 
von der Flüssigkeit eingenommene Raum 9t einfach zusammenhängend 
sein. Und demgemäss ergeben sich in diesem Fall zur Bestimmung 
des Geschwindigkeitspotentiales <t> der Flüssigkeit folgende Bedingungen 
[vgl. p. 25*)]: 

(13.) 0, Yä> ~ä~> dz sie fy> unc * A0 = 0, im Räume 8t; 

(14.) |J = d J t cos (N, x) + Jj cos (IM, y) + ^ (cos N, *), an der Ober- 
fläche von 9t. 

Die Oberfläche des Raumes 9t besteht theils aus der festaufgestellten 
Fläche tf Ä (1.), theils aus der Oberfläche ö der in der Richtung der 
x-kxe fortschreitenden Kugel. Für ein Molecül £, % g der Fläche <* x 

sind daher die Differentialquotienten -tt, ~, -^ sämmtlich Null; 

während für ein Molecül £, rj, £ der Fläche a nur -^?, -£r verschwin- 

den, -t, aber = -^ ist. Substituirt man diese Werthe in (14.), so er- 
hält man: 

(15. a) |£ = 0, für die Fläche <*„, 



(15. b) l* = % cos (N, x\ für die Fläche <r, 



dN dt 



*) Wir führen dabei die Bedingung (I. c) p. 26 hier in derjenigen Gestalt 
auf, welche ihr in (6.) p. 18 zu Theil geworden ist. 
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wo das -iy bezeichnet werden kann als die gemeinschaftliche Gesehurindig- 

Jceü, mit welcher alle Molecüle der Kugel in dem betrachteten Zeit- 
augenblick fortschreiten. 

Es handelt sich nun darum, das durch die Bedingungen (13.) und 
(15. a,b) bestimmte Geschwindigkeitspotential <t> wirklich zu berechnen; 
was mittelst der Theorie der Kugelf unctionen sich leicht bewerk- 
stelligen lässt. 

Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir unter j die x-Coordinate 
des Kugelmittelpunctes verstehen, und überdiess die #-Axe von solcher 
Lage uns vorstellen, dass dieser Punct gerade auf der rr-Axe liegt, und 
längs derselben fortschreitet. Ueberdiess mag der Kugelradius R 
heissen. Alsdann ergiebt sich mittelst der genannten Theorie für das 
Geschwindigkeitspotential <t> an irgend einer Stelle (x, y, e) der Flüssig- 
keit folgender Werth: 
, lfi x . -B 8 dl cos (r, x) 

y l °) ^ ~2di 7* > 

wo r die Länge und Richtung einer vom Kugelmittelpunct nach ix, y, z) 
laufenden Linie bezeichnet. 

Der Kürze willen werde ich die eigentliche Ableitung der Formel 
(16.) hier nicht mittheilen. Vielmehr werde ich mich darauf beschränken, 
die Richtigkeit derselben nachträglich zu verificiren, nämlich zu zeigen, 
dass sie den zu erfüllenden Bedingungen (13.) und (16. a, b) wirklich 
Genüge leistet. 

Differenzirt man die Formel (16.) nach r, so folgt: 

(«.) ?5L ^ RS ii C0B ( r > x ) . 

dr dt r 8 

Dieser Differentialquotient hat daher auf der Kugeloberfläche *, d. i. für 
r — ü den Werth: 

<M \9r) rmmR = dt C0S ( r > *> 

Und diese letzte Formel kann man offenbar auch so schreiben: 

(y) 37 r~ dt C08 ( V > ^ auf * ; 

wo 9 die auf * errichtete, in die Flüssigkeit hineinlaufende Normale 
vorstellt. Endlich kann man auf beiden Seiten der Formel die Normale 
v mit der entgegengesetzten (der Flüssigkeit abgewendeten) Normale N 
vertauschen; und erhält alsdann die zu beweisende Formel (16. b). 
Man kann nun ferner den Werth von <t> (16.) auch so schreiben: 

v 2 dt r» ' 

Naumann, Hydrodynamiioh« Untersttohungen. 6 
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woraus folgt: 

„ _ a * — *! *I U G^zJö! __ l\ 

u ~ d'x ~ 2 dt \° r 6 r 8 /' 

u\ „ _ d0 — B * d * g & - s> y 

dy 2 dt r b } 



= ?* _ ^ 3 f?l 3 (* — Ö * 



ds 2 dt r b 

d& d& dO 
Hieraus folgt, dass -~— , -~— , ^ - für r = oo verschwinden, dass mit- 
hin der zu beweisenden Gleichung (15. a) ebenfalls entsprochen wird. 

Endlich ergiebt sich aus (c.) leicht, dass die Function <t> auch den 
Bedingungen (13.) Genüge leistet- Q. e. d. 

Beiläufige Bemerkung. — Denkt man sich im Kugelmitte Ipunct einen 
kleinen Magneten, dessen Aze mit der x-Axe zusammenfällt, so wird 
dieser Magnet auf einen an der Stelle {x, y, z) befindlichen Magnetpol 
eine Kraft ausüben, deren Componenten, bis auf einen constanten Factor, 
identisch sind mit den in (x, y, z) vorhandenen Geschwindigkeitscom- 
ponenten u, v, w. Solches ergiebt sich leicht aus den Formeln (S.) 
und (£.). 

Nachdem gefunden ist, ergiebt sich jetzt die lebendige Kraß T 
der Flüssigkeit mittelst der Formel: 

(17.) T-±fff n (*,*)äxd 9 dM, Lvgl. (2.) p. 44], 

einer Formel, die auch so geschrieben werden kann: 

m T = | (JJ* j; de +ff* H d* m ), [vgl. fr.) p. 41], 

die eine Integration ausgedehnt über alle Elemente der Kugeloberfläche 
<?, die andere über alle Elemente der unendlich fernen Flache ö . 

7 OD 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (15. a, b): 

(i9-) T = -2 SS * (- d it cos (* *)) d *> 

also durch Substitution des Werthes (16.) 

(20.) T = *-f (*ffff cos» (B, x) dö, 

oder, weil das hier auftretende Integral (wie man leicht findet) 
— ^ R* ist: 

(21.) T - "*- (£)". 
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Und hieraus endlich ergiebt sich durch Vergleich mit der früher an- 
gegeben allgemeinen Formel (5.), dass die Constanten 6 und U für 
den Speciallfall der Kugel folgende sind: 

(22.) e = o, e u -^-'. 

Die in (12.) auftretende Constante 26 n ist somit nichts Anderes als 
die Hälfte derjenigen Flüssigkeitsmasse, welche im Räume der ge- 
gebenen Kugel Platz finden würde. (Vgl. Kirchhoffs Vorl. über Math. 
Physik, 1876, p. 244.) 

§ 23. 

Zweiter Fall: Der starre Körper befindet sioh innerhalb der 

Flüssigkeit in Rotation tun eine feste Axe. 

Dabei mag der Körper von beliebiger Gestalt, und sein Abstand 
Ton der festen Drehungsaxe beliebig gross sein; und diese Axe mag 
identisch sein mit der #-Axe des Coordinatensystems. 

Im Uebrigen machen wir dieselben Voraussetzungen wie zu An- 
fang des vorhergehenden § (p. 77). Was insbesondere die auf den 
Korper von Aussen lier einwirkenden Kräfte betrifft, so mag das 
Drehungsmoment, mit welchem dieselben den Korper um die rr-Axe 
zu drehen bestrebt sind, D genannt werden. 

Für die Bewegung des Korpers ergiebt sich alsdann die Diffe- 
rentialgleichung : 

C23.) M % - D + D», 

wo $ den Drehungswinkel, M das Trägheitsmoment des Korpers, und 
D p das Drehungsmoment derjenigen Wirkungen vorstellt, welche auf 
den Körper ausgeübt werden durch den Druck der umgebenden Flüssig- 
keit. Um dieses Drehungsmoment D p näher zu bestimmen, bedienen 
wir uns des Princips der lebendigen Kraft: 

(24.) dT -di> [ V « L P- 37 1- 

Die während der Zeit dt von der Flüssigkeit auf den Körper aus- 
geübte Arbeit dL hat im gegenwärtigen Fall den Werth: 

(25.) dL = D*d$ } 

wo d& den der Zeit dt entsprechenden Zuwachs von $ bezeichnet. 
Ferner ist 

(26.) r = e + e u (fj)", [vgl. P . 45]. 

6* 
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Die hier auftretenden Grössen O und n hängen lediglich von 8 ab, 
h. h.: Sie hängen lediglich ab von der relativen Lage des betrachteten 
Körpers zur Kugelfläche 6 X (1.) Diese relative Lage aber bleibt, weil 
jene Fläche unendlich fern ist, stets dieselbe. Folglich sind O und U 
Constanten. — Endlich ist: 

(27.) TF=C- W 

wo C und W i dieselben Bedeutungen haben wie früher in (8.). Aus 
(27.) folgt sofort: 

fOQ \ dW _ d W* _ d W* d* _ nj d% 
W ~dt dt — d% dt —"dt* 

wo alsdann D J dasjenige Drehungsmoment vorstellt, welches die dem 
Potential V entsprechenden äusseren Kräfte auf den betrachteten Körper 
ausüben würden, falls seine Materie identisch wäre mit der der ge- 
gebenen Flüssigkeit. 

Durch Substitution der Werthe (25.), (26.) und (28.) in die For- 
mel (24.) folgt: 

(29 .) £ ( e , + e„ (£)') + »£ — »% ; 

also weil 6 und 6 U Constanten sind: 

(30.) 2 a J£ = - D> •- BP. 

Substituirt man endlich den hieraus für D p sich ergebenden Werth in 
(23.), so folgt: 

(31.) (M + 2e n )g-D-Ä 

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen , welclie unter sonst 
gleichen Umständen für die Bewegung des Körpers im leeren Räume 
sich ergeben würde , d. i. mit der Formel: 

M ^, - D, 

so bemerkt man einen doppelten Unterscfiied. 

Einerseits nämlich ist eine dem Princip des Archimedes entsprechende 
Verminderung des Drehungsmomentes eingetreten, indem D sich in (D — D>) 
verwandelt hat Und andererseits ist ein Zuwaclis des Trägheitsmomentes 
entstanden , indem M in (M + 20 n ) sich verwatidelt hat 

Dabei sei bemerkt, dass die Constante 6 n stets positiv ist, und 
lediglich abhängt von der Gestalt des gegebenen Körpers; wie solches 
sich leicht ergiebt mittelst der Formel (4.) p. 45 und mittelst der 
Formeln (B .), (B^), (B 2 .), etc. p. 39. 
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Beiläufige Bemerkung. — Wirken von Aussen her keinerlei Kräfte ein, 
ist also D =» 0, ebenso V =- 0, mithin auch D* — 0, so folgt, aus (31.): 

d*ft 

— = 0- 

dt* U ' 

so dass also in diesem Fall die Botationsgesch windigkeit des Körpers 
constant sein wird. 

Sowohl die Constante U , wie auch die Bewegung der Flüssig- 
keit lassen sich näher bestimmen in geeigneten speciellen Fällen, so 
z. B. wenn 

. der starre Körper eine Kugel ist. Für das Geschwindigkeits- 
potential O ergeben sich alsdann, ebenso wie in (13.), (14.) die Be- 
dingungen : 

(32.) <t>, y , -g-, y~ stetig, und AO = 0, im Räume 81; 

< 33 -) ^ = ^ C08 ( N ^) + ^ C0S ( N ^) + ^' C08 ( N '^ an der 0ber - 
fläche von SR. 

Auch sind die -~. -5?. -37. ebenso wie damals, für die Fläche <* 

dt f dt 7 dt 7 ' * 

überall Null, bedürfen aber für die Oberfläche 6 der gegebenen Kugel 
noch einer näheren Untersuchung. 

Markirt man innerhalb der Kugel irgend ein Molecül (|, 17, £), 
und fällt man von hier aus ein Perpendikel X auf die Drehungs- 
axe, d. i. auf die x-Axe, und bezeichnet man überdiess den Neigungs- 
winkel dieses Perpendikels gegen die feste xt/- Ebene mit ip, so ist 
offenbar: 

£ = Const, J4 " °' 

, , dr\ , . . dty 

n = A COS t, m ^ = — X Sin t -jj f 

J m* JM m\m. 

t = X sin #, ^ — + X cos i> ^ , 

Ji im *t M. 

weil X constant bleibt. Beachtet man nun, dass ~jt = ^7 * 8 '* 80 er " 
giebt sich aus diesen Formeln sofort: 

dt }y 

drj yäl 

dl = _ 6 ~dt ' 

di^+ldt' 
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Somit folgt aus (33.): 

(34. a) |£ — 0, auf der Fläche <v, 

(34. b) öjq = fo cos (IM, 8) — 5 cos (N, y)) -sj-, auf der Fläche 6. 

Um die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir an, der KugelmiUd- 
punct befinde sich in der ye- Ebene, und beschreibe daselbst um den 
Anfangspunct des Coordinatensystems einen Ereis vom Radius l. Da 
es ferner einerlei ist, welchen Augenblick der in Rede stehenden Rota- 
tionsbewegung wir in Betracht ziehen, so »wollen wir der Bequemlich- 
keit willen den Augenblick nehmen, in welchem der Kugelmittelpunct 
gerade auf der y-Axe liegt. In diesem Augenblicke gelten alsdann 
für die Coordinaten £,*?,£ irgend eines Oberflächenelementes dö die 

Formeln: 

%=zRco8(R,x) = — ücos(N,#), 

(35.) rj = R cos (B, y) + l = - R cos (N, y) + l, 

£ = B cos (Ä, z) = — R cos (N, *), 

wo R die Lage und Richtung des nach da laufenden Kugelradius vor- 
stellt, während N die diesem Radius entgegengesetzte Richtung, d. i. 
die der Flüssigkeit abgewendete Normale bezeichnet. Substituirt man 
die Werthe rj, £ (35.) in die Formel (34. b), so erhält man sofort: 

^ = Jcos(N,*)^; 

sodass also die beiden Formeln (34. a, b) folgende Gestalt gewinnen: 

(36. a) |£ — 0, auf der Fläche 6 m ; 

(36. b) |J — (l Jj) cos (N, *), auf der Fläche 6. 

Betrachten wir jetzt die zur Bestimmung von O erhaltenen For- 
meln (32.) und (36. a, b) ein wenig genauer, so bemerken wir, dass 
dieselben mit den früheren Formeln (13.) und (15. a, b.) identisch sind, 

dt 
nur mit dem Unterschiede, dass die dermaligen Grössen —r und cos (N, x) 

gegenwärtig durch l -tt und cos (N, z) ersetzt sind. An Stelle der da- 
maligen Werthe (16.) und (21.) werden wir daher im gegenwärtigen 
Fall folgende erhalten: 

(37.) £(,«)«=£4 



(38.) T - *<f (l * J)'. 
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In dem betrachteten Zeitaugenblick liegt der Kugelmittelpunct auf 
der y-Axe. Die augenblickliche Geschwindigkeit dieses Mittelpunctes 
ist daher ihrer Richtung nach dargestellt durch eine vom Mittelpunct 
aus parallel zur z-Axe fortlaufende Linie z . Substituirt man diese 
Linie z' an Stelle von z in der Formel (37.), so erhält man: 

(39.) d) £(,£)«-£^>. 

Dies also ist der Werth von <t> an einer beliebigen Stelle (x, y, z) der 
gegebenen Flüssigkeit. Dabei bezeichnet r den Abstand dieser Stelle 
(x, y, z) vom Kugelmittelpunct, und (r, /) den Neigungswinkel von r 
gegen die augenblickliche Bewegungsrichtung z des Kugel mittelpunctes. 
Somit folgt aus der vorstehenden Formel (39.) sofort, dass die an allen 
Stellen der Flüssigkeit vorhandenen Werthe von <t> symmetrisch sind in 
Bezug auf jene Linie z. 

Ja noch mehr. Beachtet man, dass in (39.) das Product l -tt die 

Grösse, und / die Richtung der augenblicklichen Geschwindigkeit des 
Kugelmittelpunctes vorstellen, und vergleicht man sodann diese Formel 
(39.) mit der früherem (16.), so gelangt man zu folgendem durch Ein- 
fachheit ausgezeichneten Satze: 

Befindet sich im Innern der Flüssigkeit eine Kugel, welche in gleich- 
förmiger oder ungleichförmiger Rotation begriffen ist um eine ge- 
gebene feste Axe, und bezeichnet man in irgend einem Zeitaugenblick t die 
Gre&chwindigkeit des Kugelmittelpunctes ihrer Grösse und Richtting nach 
mit SB, so werden für diesen Augenblick die Werthe des Geschwindigkeits- 
Potentials <t> 9 und folglicli aucJi die Bewegung der Flüssigkeit von genau 
derselben Beschaffenheit sein, als hätten in diesem Augenblicke sämmt- 
liche Molecüle der Kugel jene mit 2B bezeichnete Geschwindigkeit 

Die durch die gegebene Rotationsbewegung der Kugel hervor- 
gerufene Beivegung der Flüssigkeit ist mithin für jeden einzelnen Zeit- 
augenblick von solcher Beschaffenheit, als wäre sie liervorgerufen durch 
eine gewisse blos fortschreitende Bewegung der Kugel. 

Hiemit aber ist die in § 21 (p. 76) aufgeworfene Frage beant- 
wortet. Auf Grund gewisser allgemeiner Ueberlegungen sprachen wir 
damals den Satz aus: Das Wasser in einem Glase kann, falls dasselbe 
zu Anfang in Ruhe, mithin wirbelfrei ist, durch Umrühren mit einem 
Stabe niemals in eine wirbelnde (d. i. mit Wirbeln behaftete) Bewegung 
gerathen, — vorausgesetzt, dass die Reibung als Null betrachtet iverden 
soll. Und dieser Satz wird uns nach Absolvirung des soeben be- 
handelten Beispieles nicht mehr wunderbar erscheinen. 



88 Zweiter Fall: Rotation um eine feste Axe. 

Vergleicht man schliesslich noch die Formel (38.) mit der all- 
gemeinen Formel (26.), so sieht man, dass die Constanten 6 und 6 U 
für den speciellen Fall der Kugel folgende sind: 

(4o.) • e = o, e u -^p, 

wo l den Abstand des Kugelmittelpunctes von der festen Drehungsaxe 
bezeichnet. Nun machte sich [vergl. (31.)] bei der Bewegung des 
Körpers resp. der Kugel im Innern der Flüssigkeit an Stelle des eigent- 
lichen Trägheitsmomentes M ein etwas grösseres Trägheitsmoment 
geltend, vom Werthe (M + 26 n ), also nach (40.) vom Werthe 

f M -| — ^| — l*\ Dieses grössere Trägheitsmoment kann somit be- 
zeichnet werden als dasjenige, in welches M sich verwandelt, sobald 
man im Kugelmittelpunct noch einen Massenpunct hinzufügt, dessen 
Masse halb so gross ist als die im Räume der Kugel Platz findende 
Flüssigkeitsmasse. 

§ 24. 
Beiläufige Betrachtungen. 

Die Flüssigkeit sei äusserlich wieder begrenzt von der festauf- 
gestellten Fläche <?„ (1.). Im Innern der Flüssigkeit mögen zwei 
starre Revolutionskörper $ x und Ä 2 vorhanden sein, deren geometrische 
Axen auf der x-Axe des Coordinatensystems liegen, und längs dieser 
nach Belieben fortschreiten können. Auch mag der Einfachheit willen 
vorausgesetzt sein, dass die beiden Körper ft x und 5^ neben der eben 
genannten fortschreitenden Bewegung keine drehende Bewegung an- 
zunehmen im Stande sind. Die Körper können Kugeln oder Revo- 
lutionsellipsoide, aber z. B. auch Ringe sein. 

Auf das aus der Flüssigkeit und den Körpern Ä n & 2 bestehende 
System mögen von Aussen her keinerlei Kräfte einwirken, sodass z, B. 
7=0 ist. Der Anfangszustand des Systems sei beliebig gegeben, 
jedoch symmetrisch zur x-Axe; und insbesondere sei der Anfangszustand 
der Flüssigkeit ein wirbelfreier (vgl. übrigens die Bemerkung p. 77). 

Wir # stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung der beiden Körper 
im weiteren Verlaufe der Zeit näher zu untersuchen, und namentlich 
auch die Resultanten derjenigen Druckkräfte zu bestimmen, welche in 
irgend einem Augenblick t auf die Körper ausgeübt werden von der 
umgebenden Flüssigkeit Diese Resultanten fallen offenbar (wie aus 
der Symmetrie unserer Annahme folgt) in die Linie der x-Axe, und 
mögen demgemäss mit X\ und X§ bezeichnet sein. 
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Markirt man irgendwo im Innern von ftj und Äj zwei bestimmte 
Puncte (etwa die Schwerpuncte der beiden Körper), bezeichnet man 
ferner die z-Coordinaten dieser Puncte mit £ t und j 2 , und die Massen 
der Korper selber mit M x und M 2 , so ergeben sich (weil äussere Kräfte 
nicht vorhanden sein sollen) die Differentialgleichungen: 

(41.) M t 5J - X? und M,^- Xf. 

Zur Bestimmung von Xf und Xj benutzen wir das Princip der leben- 
digen Kraft: d(T + W) = — dL; vgl. p. 37. Dieses Princip nimmt 
im gegenwärtigen Fall, wo F=0, mithin auch W—O ist, die Ge- 
stalt an: 

***' dt dt> . 

oder, falls man für <2L seinen Werth substituirt, die Gestalt: 

(43.) £ = - (X ? % + X S **} 

Wir wollen jetzt das Princip der lebendigen Kraft zum zweiten 
Mal in Anwendung bringen, und zwar diesmal auf das ganze (aus der 
Flüssigkeit und den Körpern Ä n Ä 2 bestehende) System. Da auf 
dieses System von Aussen her keinerlei Kräfte influiren, so muss nach 
dem genannten Princip die lebendige Kraft des Systems fortdauernd 
constant bleiben, also die Formel gelten: 

(44.) T + * ($' + Ä (%)' - CoBst. 

Nimmt man nun an, die Dichtigkeiten der beiden Körper seien ver- 
schwindend klein, mithin ihre Massen M x und M 2 ebenfalls verschwin- 
dend klein, gleich Null, so ergiebt sich aus (44.): T=Const, folg- 
lich ans (43*): 



oder was dasselbe ist: 



Xp £li 4- X* ^ = 
^i dt T ^2 dt u > 



Xp . Tp = *1* . _ ^ii 



Also der Satz: Sind die Dichtigkeiten der Körper S t und ft, ver- 
schwindend klein, so werden die Resultanten X? und X§ der auf die 

Körper ausgeübten Druckkräfte in jedem Augenblick umgekehrt propor- 
tional sein mit den Geschwindigkeiten der beiden Korper, abgesehen vom 
Vorzeichen. Aber dieser Satz ist unrichtig. Und die Ableitung der beiden 
leisten Formeln zeigt eben nur, wie leicht man bei der Operation mit 
unendlich kleinen Massen in Irrthümer verfallen kann. 
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Die Formeln (4L), (42.), (43.), (44.) sind unanfechtbar. Ans der 
Formel (44.) aber folgt bei strenger Behandlungs weise: 

^°-> U \ M idt ^~ + M *-dt ^*) 

Diess mit (43.) combinirt, erhält man: 

(46.) M^^-X^ + M^^-X*)-*. 

Diese letzte Formel (46.) reducirt sich aber, mittelst (41.), auf die 
identische Gleichung 0<=0, und giebt also über die gesuchten Kräfte 
X p x und X? keinerlei Auskunft. 

§ 25. 
Fortsetzung. Einschränkung auf einen specielleren FalL 

Wir wollen annehmen, die Beschaffenheit und der Anfangszustand 
des ganzen Systems seien symmetrisch zur yz-Ebene. Diese Symmetrie 
wird alsdann im weiteren Verlauf der Bewegung fortdauernd vorhanden 
sein; sodass also z. B. fortdauernd 

(«.) Xr = - Xf und d& = — dj 2 , 

mithin: 

(ß-) XPdh-Xrdb 

sein wird. 

Auch folgt aus dieser Symmetrie, dass die zu Anfang in der 
yz-Ebene befindlichen Flüssigkeitstheilchen fortdauernd in dieser Ebene 
bleiben. Demgemäss figurirt diese Ebene gewissermassen als eine feste 
Wand, auf welcher die betreffenden Theilchen fortdauernd zu verharren 
gezwungen sind. Und demgemäss können wir unsere Betrachtung be- 
schränken auf die eine Hälfte der gegebenen Flüssigkeit, etwa auf die- 
jenige, welche auf der positiven Seite der ys-Ebene liegt, indem- wir 
diese Hälfte uns äusserlich begrenzt vorstellen theils von der t/je-Ebene 
selber, theils von dem betreffenden Theil der Fläche 6^ (1.). 

Derjenige der beiden Körper Ä t und Ä 2 , der in dieser Flüssig- 
keitshälfte enthalten ist, mag schlechtweg mit $ (ohne Index) be- 
zeichnet sein. Für denselben ergiebt sich die Differentialgleichung: 

(47.) M^ t = XP, [vgl. (41.)]. 

Ferner erhält man nach dem Princip der lebendigen Kraft: dT*-= — dL, 
wo T die lebendige Kraft; der betrachteten FlüssigkeitsAöJ/fe, und dL 
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die von dieser Flüssigkeit auf den Körper Ä ausgeübte Arbeit vor- 
stellen. Diese Formel dT= — dL nimmt, falls man für dL seinen 
Werth substituirt, die Gestalt an: 

(48.) S — »fr 

Die lebendige Kraft T hat aber den Werth: 

(49.) T = O + U (§)* [ygl. (3.) p. 45]; 

wo 6 und U Functionen von je sind*). Substituirt man diesen Werth 
(49.) in (48.), so folgt: 

(«>.) j, (e. + e„ §)') - - » % 

oder was dasselbe ist: 

(öl.) "äF + "äT W + 2011 W 

Substdtuirt man den Werth der Kraft X*> (51.) in die Differential- 
gleichung (47.), so folgt: 

(52.) (K+iejS --%->%(£)'. 

Ist nun, wie wir annehmen wollen, der Kaum des Körpers ft einfach 
zusammenhängend (was z. B. der Fall sein wird, wenn der Körper eine 
Kugel oder ein Ellipsoid), und gilt mithin Gleiches auch von dem 
Baume SR der Flüssigkeit, so verschwindet das 6 (vgl. den Zusatz 
p. 64); wodurch die Gleichung (52.) die einfachere Gestalt erhält: 

(53.) ( jf +2 e 11 )g--^i(3!)\ 

Diese Gleichung aber kann man, wenn die Geschwindigkeit des Körpers, 
d. i. der Quotient -A mit U bezeichnet wird, auch so schreiben: 



= -X*. 



^1« Im V»*/A ^UVVIV 


— dt *"" " — »--« "»-, •« 


(54.) 

oder auch so: 


. 1 dVL aiog|/3f + 29 n d% 
U dt = aj ~d* 


(55.) 


dlogU <*log V3f + 29 n 
dt = d* 



*) Bei der i Betrachtang auf p. 78 waren 9 und 9 lt Constante. Das ist offenbar 
gegenwärtig nicht mehr der Fall, weil die relative Lage des Körpers $ zur Um- 
grenzung der betrachteten Flüssigkeits/töl/te bei der Bewegung des Körpers von 
Augenblick in Augenblick eine andere wird. 
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Hieraus folgt durch Integration: 

log U = log C — log YM +20 n , 
oder was dasselbe ist: 

(56.) g- =U =—=£==, 

wo C eine durch den Anfangszustand sich bestimmende Integrations- 
Constante vorstellt. 



Ueber die Bewegung einer Kugel im Innern einer Flüssigkeit, 

welche auf einer Seite von einer festen Ebene begrenzt ist, nach 

allen übrigen Seiten aber ins Unendliche sich ausdehnt. 

§ 1. 

Vorläufige Bemerkungen. 

Im Jahre 1839 publicirte Lame im vierten Bande des Liouville- 
schen Journals seine Untersuchungen sur Vequilibre des temperatures 
dans un eüipsdide ä trois axes inegaux, — eine Arbeit, welche im Ge- 
biete der Mathematik und mathematischen Physik wohl zu den glän- 
zendsten Leistungen unseres Jahrhunderts zählen dürfte. Diese Arbeit, 
in welcher zum ersten Mal die Parameter eines orthogonalen Flächen- 
systems als Coordinaten benutzt sind*), musste fast von selber zu ähn- 
lichen Versuchen anregen, und den Gedanken nahe legen, dass die 
dort exponirten Methoden bei geeigneter Abänderung vielleicht auch 
anwendbar sein könnten auf andere orthogonale Flächensysteme, z. B. 
auf dasjenige, welches durch Umdrehung eines orthogonalen ' Kreis- 
sy stemes, unter Hinzunahme der betreffenden Meridianebenen, sich 
ergiebt. 

Als ich etwa im Jahre 1858 derartige Ueberlegungen mit einiger 
Beharrlichkeit zu verfolgen begann, und dabei auf mancherlei Schwierig- 
keiten stiess, beschloss ich, das unbekannte Terrain zuerst durch Unter- 
suchungen, die in paralleler Richtung fortgehen, und weniger Schwierig-' 
keiten darbieten, näher zu recognosciren. Auf diese Weise entstanden 
meine Untersuchungen über die analogen Probleme der Ebene (resp. 
über das logarithmische Potential), welche zuerst die confocalen Kegel- 
schnitte, sodann die orthogonalen Kreise, später gewisse Curven vierter 
Ordnung etc. betrafen, und schliesslich zu gewissen allgemeinen Be- 



*) Jaeobi hat in dieser Beziehung die Priorität Lame's ausdrücklich hervor- 
gehoben. Man vgL Jacobi's gesammelte Werke, 1882, Bd. II, p. 63. 
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trachtungen und allgemeinen Sätzen mich hinleiteten. Von all* diesen 
Arbeiten habe ich allerdings nur den zuletzt genannten allgemeine* 
Theil publicirt, übrigens auch diesen nicht einmal vollständig, im 
Jahre 1861, unter dem Titel: lieber die Integration der partiellen Diffe- 

rmtialgleichung -75-, -f- -g— % = 0, Crelles Journal, Bd. 59. p. 335. 

Uebrigens habe ich jene specielleren und nicht publicirten Theile 
meiner damaligen Arbeit, jene Theile, die über confocale Kegelschnitte, 
orthogonale Kreise u. s. w. handelten, mehrfach zum Gegenstände meiner 
Vorlesungen und Seminaraufgaben gemacht. Auch hat einer meiner 
Schüler, Herr Oberlehrer Dr. Meutzner auf meine besondere Veranlassung 
den über Kegelschnitte handelnden Theil in selbstst&ndiger Weise aus- 
geführt, und die Ergebnisse seiner Untersuchungen in den Mathem. 
Annalen, Bd. 8, veröffentlicht 

Während dieser Vorarbeiten, bei denen ich, durch mehrere in jene 
Zeit fallende Publicationen Lame"s*) } sowie auch durch einige Be- 
merkungen in dem bekannten Briot-Bouquet 'sehen Werke**), einiger- 
massen unterstützt wurde, behielt ich mein eigentliches Ziel, nämlich 
die Behandlung orthogonaler Flächensysteme, und in erster Linie die 
Behandlung der dem orthogonalen Kreissystem entsprechenden Botch 
tionsflächen fortdauernd im Auge. Es eröffneten sich mir dabei im 
Verlauf meiner fortgesetzten Bemühung, wie solches wohl häufig bei 
der Behandlung schwieriger Themata der Fall sein wird, allmählig 
zwei Wege, von denen ich alternirend bald den einen bald den andern 
benutzen konnte, um jedesmal eine kleine Strecke vorwärts zu kommen« 
Später, bei meiner schliesslichen Publication über diesen Gegenstand, 
im Jahre 1862, habe ich dann, der bessern Uebersichtlichkeit willen, 
diese beiden Wege von einander getrennt, den einen nach dem andern 
mitgetheilt, und den einen als „geometrische", den andern als „ana- 
lytische" Methode bezeichnet. Das Werk selber dürfte deutlich zeigen, 
wie ich dabei allmählich zur Construction gewisser geometrischer PmeL 
reihen hingeführt wurde, die ich damals als conjugirte Puncte bezeichnete. 
Uebrigens betrachtete ich das Werk, seiner ganzen Entstehung nach, 
als eine Arbeit, welche sich an jene zu Anfang genannte Lam£'sche 
Untersuchung in bescheidener Weise anlehnt. Demgemäss wurde das- 
selbe von mir betitelt als handelnd über den stationären Temperatur- 



*) Lame*: Lepms sur les coordonnies curvüignes. Paris 1869. Und ferner: 
LcmU: Legons sur la theorie analytique de la Chaleur. Paris 1801. 

**) Briot et Bouquet: Theorie des fontions doublement periodiques. Paris 1869. 
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zustand in einem von zwei nicktconcentriscfien Kugelflächen begrenzten 
Körper; Halle bei Schmidt, 1862*). 

Unmittelbar im Gange meiner Betrachtungen lag es nun auch, 
jenes orthogonale Kreissystem um eine zweite, gegen die früher ge- 
wählte Umdrehungsaxe senkrecht stehende Axe rotiren zu lassen, und 
die alsdann entstehenden ringförmigen Flächen der entsprechenden Be- 
handlungsweise zu unterwerfen. Dies ist in der That von mir aus- 
geführt worden in meinem Werk über die Wärme- und Elektricitäts- 
vertheilung in einem Ringe, Halle, Verlag der Buchhandlung des Waisen- 
hauses, 1864. 

Dass all' diese Untersuchungen unmittelbar übertragbar seien auf 
die Theorie der Elektrostatik, bedurfte für den Sachverständigen kaum 
noch einer weiteren Bemerkung. Zum Ueberfluss habe ich übrigens 
in der Einleitung des Werkes von 1862 (über die excentrischen Kugel- 
flächen) noch speciell exponirt**), in weldier Weise diese Untersuchungen 
auf die Elektrostatik übertragbar sind, und insbesondere darauf hin- 
gewiesen, dass man mittelst meiner Methode von Neuem hingelangen 
kann zur Losung der schon von Poisson behandelten Aufgabe über die 
elektrische Vertheilung in zwei Kugeln. Zugleich habe ich dort be- 
merkt, dass meine Methode, der Poisson'schen gegenüber, den Vorzug 
der grösseren Einfachheit und zugleich auch den der grosseren All- 
gemeinheit besitzt, insofern als sie auch dann noch zum Ziele führt, 
wenn die Kugeln dem Einfluss gegebener äusserer Kräfte ausgesetzt 
sind, was bei der Poisson'schen Methode niciit der Fall ist. 

• Von berufener und unberufener Seite ist Mancherlei gegen meine Ar- 
beiten eingewendet worden. So wurde mir z. B., jedenfalls von letzterer 
Seite, der Vorwurf gemacht, dass mein Werk (von 1862, über die 
excentrischen Kugeln) ziemlich überflüssig sei, weil der Gegenstand ja 
bereits von Poisson absolvirt wäre. Dass meine Methode eine völlig 
andere, eine wesentlich neue sei, und dass sie der Poisson'schen gegen- 
über den Vorzug habe, auch bei Vorhandensein äusserer Kräfte an- 
wendbar zu sein, — das schien der Betreffende nicht zu wissen. 

Von berufener, nämlich sachverständiger Seite her, bin ich dagegen 
darauf aufmerksam gemacht worden, dass die eigentlichen Principien 



*) Als zugehörig zu diesem Werk ist noch zu erwähnen: erstens eine kurz 
vorher von mir pubücirte Schrift über den stationären Temperaturzustand einer 
Kugel, Halle bei Schmidt, 1861, und ferner ein Aufsatz im 62. Bande des Crelle'- 
•chen Journal, über das Gleichgewicht der Wärme und Ekktricität iu einem von 
zwei excentrischen Kugelflachen begrenzten Körper, 1862. 

**) Ebenso auch im Crelle'schen Journal, Bd. 62, p. 36—49. 
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meiner Methoden nämlich die Einführung der conjugirten Funde and 
andererseits die Einführung der dipolaren Coordinaten schon in den 
Thomson' sehen Aufsätzen von 1845 — 1853 sich vorfinden. Man hätte 
hinzufügen können, dass die erstere der genannten Ideen auch schon 
in einer Vorlesung meines Vaters vom Wintersemester 1857/58 ent- 
halten ist. 

Dem gegenüber kann ich nur bemerken, dass ich ohne die min- 
deste Eenntniss dieser theils durch Druck, theils durch Vorlesungen 
erfolgten Publicationen zx\ meinen Methoden gelangt bin. So z. B. ist 
mir die genannte Vorlesung meines Vaters erst vor einigen Monaten 
durch das von einem der damaligen Zuhörer 0. E. Meyer (jet^t Pro- 
fessor in Breslau) ausgearbeitete Vorlesungsheft; bekannt geworden. — 
Selbstverständlich habe ich die Priorität der genannten Autoren ohne 
Weiteres anzuerkennen, und demgemäss auf die Originalität eines 
grossen Theils meines Werkes Verzicht zu leisten. 

Trotzdem dürfte in meinem Werke (von 1862, über die excentrißcben 
Kugelflächen) Mancherlei enthalten sein, was von den früheren Autoren 
niemals berührt worden ist, so z. B. die Bestimmung der elektrischen 
Vertheilung auf zwei Kugeln auch für den Fall, dass dieselben der 
Wirkung äusserer Kräfte ausgesetzt sind, ferner die ausgezeichnet ein- 
fache Gestalt, welche die Theorie der conjugirten Puncto bei gleichseitiger 
Anwendung der dipolaren Coordinaten gewinnt*), ferner der Uebergang 
von den dipolaren zu den synpolaren Coordinaten, und hiemit Hand in 
Hand gehend der Uebergang von den Kugelfundionen zu den Bessd'- 
schen Functionen, endlich die Entdeckung einer Formel, mittelst deren 
eine willkührliche Function zweier Argumente darstellbar ist, durch ein 
nach den BesseV 'sehen Functionen fortschreitendes Integral. 

Ein genaueres Urtheil über die Frage, welches Verdienst in diesen 
Dingen Thomson, welches meinem Vater, und welches endlich mir ein- 
zuräumen sei, wird .sich übrigens Jedermann selbst zu bilden im Stande 
sein. Denn die Publicationen Thomson's und die meinigen liegen ja im 
Druck vor, und die betreffende Vorlesung meines Vaters wird jedenfalls 
in einiger Zeit ebenfalls im Druck erscheinen. Und als Verdienst wird 
doch schliesslich jedem Autor immer nur das anzurechnen sein, was der- 
selbe dem schon vorhandenen Bestand, mag dieser nun durch Druck oder 
durch öffentlichen Vortrag begründet gewesen sein, neu hinzugefügt hat. 

Bei den hier vorliegenden hydrodynamischen Untersuchungen habe 
ich das Instrument der dipolaren Coordinaten und das der conjugirten 



*) Diese einfache Gestalt, welche die Theorie der conjugirten Puncte durch Ein- 
führung der dipolaren Coordinaten gewinnt, drückt sich der Hauptsache nach 
durch vier Sätze aus, die im gegenwärtigen Werk im dritten § des nächstfolgen- 
den Abschnitts von Neuem wiederholt werden sollen. Genau dieselben Tier Satte 
sind einige Jahre später übrigens auch von Betti publicirt worden. 
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oder Spiegel-Puncte von Neuem zu benutzen. Da die betreffenden For- 
meln im Allgemeinen wenig bekannt sind, ao sehe ich mich genöthigt, 
dieselben hier, insoweit als solches für den vorliegenden Zweck erforder- 
lich ist, von Neuem zu entwickeln. Und hiebet werde ich nicht eine 
blosse Recapituktiou aas meinem Werke (von 1862) liefern, sondern 
vielmehr den Gegenstand in möglichst verbesserter Form vorzuführen 
mich bemühen, in derjenigen Form, welche derselbe nach mancher 
darüber gehaltenen Vorlesung schliesslich bei mir angenommen hat. 
Auch werde ich bei den wichtigeren Sätzen und Formeln den jedes- 
maligen Autor namhaft zu machen suchen, und bitte dabei mich cor- 
rigiren zu wollen, falls mir dies nicht überall gelungen sein sollte. 



Einführung der dlpolaren Coordinaten. 

Es sei gegeben ein System von Kreisbogen, welche die vertikale 
Linie AÄ zur gemeinschaftlichen Sehne haben. Markirt man auf der 
Verlängerung von AÄ einen Punct c, legt man 
ferner von c aus Tangenten an jene Kreisbogen, 
und bezeichnet man die Berührungspuncte dieser 
Tangenten mit a, ß, y, etc., so ist (zufolge des Tan- 
genten-Secanten-Satzes) z. B.: 
(1. «) ( ca )» _ (cA) (eÄ). 

Ebenso ergiebt sich: 
(!■» (ftS?-(<:A)(cAy, 

o. s. w. Somit folgt: 
(2.) (ca) — (c/3) = (cy) = etc. etc. 

Demgemäss befinden sich all* jene Berührungspuncte 
a, ß, y, etc. auf einer um c beschriebenen Kreis- 
Peripherie, welche zugleich die Eigenschaft hat, die 
su Anfang genannten, über AA' stehenden Kreis- 
bogen orthogonal zu durchschneiden. — Giebi man 
jetzt dem Puncte c auf der Verlängerung von AÄ 
irgend welche andere Lage, so erhält man in ana- 
loger Weise eine gteeite Kreisperipherie, die wiederum 
jene Bogen orthogonal schneidet U. s. w. U. s. w. 

In solcher Waise erhält man, ausgehend von 
den beiden festen Puncten A, Ä, welche fortan die beiden Pole heissen 
mögen, zwei zu einander orthogonale Curvensysteme, von denen das 

Rtimiuu, HyiirodjTiumLich.] UntorinchuDgan. 7 
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eine das System der Bogen, das andere das System der Kreise ge- 
nannt werden mag. Lässt man die ganze Figur um die vertikale 
Linie AÄ sich drehen, so erzeugen jene Bogen ein System von Ro- 
tationsflächen, von denen jede in A und Ä nach Art eines Kegels 
gestaltet ist. Demgemäss mögen diese Rotationsflächen weiterhin als 
Conoidflächen bezeichnet werden. Andrerseits erzeugen die Kreise, bei 
einer solchen Drehung der Figur, ein System von Kugelflächen, deren 
Centra sämmtlich auf der Linie AA' 9 oder vielmehr auf der Ver- 
längerung derselben sich befinden. 

Der Parameter der Conoidflächen mag o, und derjenige der Kugel- 
flächen <& heissen. Hinsichtlich der Definition dieser Parameter sei 
Folgendes bemerkt: 

Der Peripheriewinkel AaÄ ist offenbar für sämmtliche Puncte a 
einer gegebenen Conoidfläche ein und derselbe] (vergl. die Figur p. 99). 
Dieser Winkel soll der Parameter der Conoidfläche genannt, und mit 
& bezeichnet werden. Demgemäss ergeben sich der Reihe nach sämmt- 
UcJw Conoidflächen, wenn man diesen Parameter a> variiren lässt zwischen 
den Grenzen: 

(3.) o = it. 

So z. B. erhält man für co » ?r ein unendlich dünnes Conoid, welches 
dargestellt ist durch die gerade Linie AA\ Ferner wird das Conoid 

für co = — eine Kugelfläche sein. Endlich wird dasselbe für cd — 

wiederum unendlich dünn, nämlich durch die beiden Verlängerungen der 
Linie AÄ dargestellt sein. 

Was ferner den Parameter der Kugelflächen betrifft, so ist nach 
(1. «): 

(ca)' = M) MO, 

mithin: 

(c Ä) : (ca) = (ca) : (cA) } 
und folglich: 

A (cÄa) co A (caA). 

Aus der Aehnlichkeit dfeser Dreiecke folgt die Proportionalität ihrer 
Seiten, d. i. die Formel: 

C^l«) (CÄ) (ca) *x 

(aA) (ca) ^ (CA) } 



*) Es sei bemerkt, dass ich die gegenseitige Entfernung zweier Puncte p f q 
stets als positiv betrachte, und dieselbe nach Belieben bald mit (jpg), bald mit 
(qp) bezeichne. 
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Ist nun « — v — w, so ist auch m — Yvw. Und deingemäss kann die 
letzte Formel auch so geschrieben werden: 

(4 «) <s£l _ T/S?. 

V- "> (.4) V IfA) 

In analoger Weiee wird man offenbar für den Pnnct ß folgende For- 
mel finden: 

(4 8) Sil «.t/S 

U. b. w. D. s. w. — Diese Formeln (4. c, ß, etc.) 
zeigen, dass der Quotient f "-.y für sämmtlfchc 
Pancte a der um c beschriebenen Kugelfläehe ein 
und denselben Werth besitzt. Und demgemäss mag 
dieser Quotient, oder besser der natOrliche Loga- 
rithmus dieses Quotienten als der Parameter jener 
Kugelfläehe festgesetzt, und mit fr bezeichnet 
werden. 

Mit andern Worten: Betrachtet man irgend 
eine der von uns construirten Eugeläächen, und 
nennt man p und p' die beiden Abstände, welche 
ein variabler Punct dieser Fläche von den beiden 
Polen A and Ä besitzt, so hat der Quotient — 
stets ein und denselben Werth, welche Lage man 
jenem variablen Punct auf der betrachteten Kugel- 
flache auch zu Theil werden lassen mag. Der 
natürliche Logarithmus dieses Werthes soll der 
Parameter der Kugelfläche genannt, und mit fr bezeichnet werden. Also: 




(5) 



logi-« 



Demgemäss ergeben sich sämmtiiclw Kugelflächen unseres Systems, 

wenn man den Quotienten -■ zwischen den Grenzen 00, oder 

e 
(was dasselbe) den Parameter fr zwischen den Grenzen 

(«.) fr 00 + co 

variiren lüsat. 

Für fr = 0, d. i. — = 1. .1. i. p = q erhalt man eine unendlich 
groue Kugelfiäche, nämlich die durch die Mitte der vertikalen Linie 
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AÄ hindurchgehende Horizontalebene. Für $• «=» -f- <x>, d. i. — =» oo, 

9 

d. i. q = erhält man diejenige unendlich kleine Kugelflache, welche 

identisch ist mit dem Pole A. Und fttr $• =» — oo, d. i. — «— 0, d. L 

9 
q = o erhält man wiederum eine unendlich kleine Kugelflache, nämlich 

den Pol A'. 

Wir führen ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen z-Axe 

dargestellt sein mag durch die vertikal nach Oben laufende Linie A! A, 

und dessen </#-Ebene identisch sein soll mit der durch die Mitte 

von ÄA gehenden Horizontalebene. Sämmtliche Kugelflächen unseres 

Systems zerfallen alsdann, je nachdem ihr Parameter & positiv oder 

negativ ist, in zwei Kategorien. Diejenigen mit positivem Parameter 

liegen oberhalb der yi-Ebene, und umschliessen den Pol A. Die erste 

derselben (# = 0) ist die t/^-Ebene selber, und die letzte derselben 

(# = + oo) der Pol A. Andererseits liegen die Kugelflachen mit 

negativem Parameter sämmtlich unterhalb der yz-Ebene, und umschliessen 

den Pol Ä. Die erste derselben (# = 0) ist wiederum die yi-Ebene 

selber, und die letzte 'derselben (# = — oo) der Pol Ä. Auch bemerkt 

man, dass je zwei Kugelflächen, deren Parameter entgegengesetzte Werthe 

haben, von gleicher Grösse sind, die eine das Spiegelbild der andern 

in Bezug auf die t/^- Ebene. 

Um im Gedächtniss zu behalten, dass & in den Polen A und Ä 
respective die Werthe + oo and — oo hat, ist z. B. in der nächst- 
folgenden Figur dem A in Parenthese das Zeichen oo, dem A' das 
Zeichen — oo beigefügt. Und gleiches wird auch geschehen in den 
später folgenden Figuren. 

Jedem Raumpunct (x } y, z) entsprechen bestimmte Werthe von d 
und a>. Sind nämlich q und q' die Abstände des Punctes (x, y, z) von 
den Polen A und Ä f so werden die diesem Punct zugehörigen Werthe 
von # und n definirt sein durch die Formeln: 

(7.) »-log-J-, d.i. «*--£, 

(8.) a> = Winkel (q, q), vgl. die Figur p. 101. 

Es repräsentirt also das o die scheinbare Grösse der Linie AÄ für 
einen in (x, y, z) befindlichen Beobachter. 

Wir wollen zu -0* und cd noch dasjenige Azimuth q> hinzufügen, 
unter welchem die durch den Punct (x, y, z) gehende Meridianebe gegen 
die feste #y-Ebene geneigt ist, und diese drei Grössen #, a>, q> fortan 
die dipolaren Coordinaten des Punctes x 7 y, z nennen. 
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Bemerkung. — Betrachtet man irgend eine specielle unter den Kugel- 
flachen & *=» Const., und bezeichnet man alle Puncto auf dieser Fläche 
mit er, andrerseits ihren Mittelpunct mit c, so ist nach (4. er): 



mithin: 



(aA) V (CÄ) ' 



lu.teS-u,«-') 



(aA) "° (cA)> 
oder mit Rücksicht auf (7.): 

2ft a = &C} 

wo alsdann & a die #-Coordinate all' jener Puncte a, d i. den Parameter 

der Kugelfläche, andrerseits aber & c die fr-Coordinate ihres Mittelpnnctes 

vorstellt. Somit ergiebt sich der Satz, dass für jedwede Kugel fläche 
& = Const die &-Coordinate des Mittelpuncts doppelt so gross ist als 
der Parameter der Kugelfläche. 

Der Zusammenhang zwischen diesen dipolaren Coordinaten <&, a>, q> 
und den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z ist leicht näher angebbar. 
Bezeichnet nämlich 2 a die Länge der Linie 
AÄ, und p den Abstand des Punctes (x, y, z) 
von der z-Axe, so ist offenbar: 



I 



x 



X + ö = Q COS «', 

p = q sin c, 



a=*Q cos €, 

p = q sin s, 

wo £, e' die Neigungswinkel der Linien q, e 
gegen die x-Axe vorstellen. Hieraus folgt 
sofort: 

(x — a) + ip = <fe?% (x + a) + ip = f>', 

wo » = }/— 1 sein soll. Dividirt man aber 
die beiden letzten Formeln durch einander, 
so' folgt: 



*y* 



M^ 



(x — a) + ip 
(x + a) + ip 






') 



also weil X = c~^ und « — s = a> ist 
[vgl. (7.), (&)]: 

(« + ip) + a 

Diese Formel, nach x -{- ip aufgelöst, er- 
giebt: 



(-ueM 1 - 




(9.) 



x + /^) = a 



__ #+,«> 
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oder falls man Zähler und Nenner dieses Bruches mit (1 — e~ * 

multiplicirt: 

_ 1 + e~ 9 (e ia - e- ia ) - e~* 9 

* + *i» — ° : - - :-*(> - + ~-ii)- + -,-i»' 



— ita 



ita\ 



1 — C 



oder, falls man Zähler und Nenner mit c* multiplicirt: 



x + ip = « 



(e a — c"^) + 2isi 



sin co 



(e* + e" 9 ) — 2 cos w 



Hieraus folgt aber durch Sonderung des Reellen und Imaginären: 



(10.) 



e»-c~* 



x = a -- 

2 sin co 



wo ^ — c* + c ~~^ 



2 cos co ist. 



Nun ist offenbar y = p cos <p und 2=pam(p, falls nämlich 9 (wie 
schon festgesetzt wurde) das Azimuth der durch den Punct (x, y, z) 
gehenden Meridianebene vorstellt. Somit folgt aus (10.): 



(ho 



e — e — 2t sintä* 

x = a . = a 



2 sin co cos <p 
2 sin a> sin tp 



* 



wo ^ = c* + e~ :f — 2 cos o = 2 cos i<9- — 2 cos ist. 
Aus diesen Formeln folgt z. 13.: 

(12.) r»-** + *» + *» = 4a» **-* - sin "'* = 4a* C08 ' V*-" -° - 8 * » # 

oder, falls man für ip seine eigentliche Bedeutung [nach (11).] sub- 
stituirt: 



(13.) 



4, 9 cos i# 4- cos o) 

COS IV — COS (ö ' 



wo r den Abstand des Punctes (x 7 y 7 z) vom Anfangspunct des Coor- 
dinaten8ysteras bezeichnet. 

Specielle Bemerkungen über Pnnote anf der .r-Axe. — Für einen auf 
de ra-Axc liegenden Punct (#, a>, <p) ist [vgl. (8.)] das to = n oder =- 0, 
je nachdem der Punct zwischen den beiden Polen A } Ä liegt, oder 
ausserhalb der Strecke AÄ sich befindet. Wir wollen uns hier nur 
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mit dem letztem Fall beschäftigen, weil gerade dieser für unsere spätern 
Untersuchungen von Bedeutung ist. 

Liegt der Punct (#, a>, q>) auf der #-Axe, und ausserhalb der Strecke 
AA\ ist mithin sein co =» 0, so nehmen die in (11.) für rf> und x an- 
gegebenen Werthe folgende Gestalt an: 

i, = e » -f e - 9 - 2 = (e** — «"**)», 

*-•— j— -- «33-747. 
oder, ein wenig anders geschrieben, folgende Gestalt: 

(«.) * = (ei * - e -i *)• - (< * T l)2 , 

e 

e 9 — 1 

woraus durch Differentation nach 0* sich ergiebt: 

, x dx 2a 

M & — v 

Da das ^ seiner Bedeutung nach [vgl. z. B. (a.)] stets positiv ist, und 
Gleiches selbstverständlich auch von a gilt, so folgt aus dieser Formel 
(y.), dass die x-Coordinate eines auf der x-Axe und ausserhalb der 
Strecke -4A' liegenden Punctes bei wachsendem & stets a6ntfflmt, 
und umgekehrt bei abnehmendem fr stets wächst. 

Bildet man die Formel (ß.) für irgend zwei Puncte 1 und 2, die 
selbstverständlich beide auf der x-Axe und beide ausserhalb der Strecke 
AÄ liegen sollen, so erhält man: 

e & * + 1 , e*» + 1 

X x = a -5 — ! und x* = a -5 — ! — , 

und hieraus durch Subtraction: 

12 (e* 1 - 1) («*• - 1) 

Mit andern Worten: Bezeichnet man den gegenseitigen Abstand zweier 
Puncte 1 und 2, die beide auf der x-Axe, und ausserhalb der Strecke 
AA' liegen, mit E, so ist: 



(«»■ - l) («*• - 1) ' 



ico das Vorzeichen ± &** Art eingerichtet werden muss, dass der Wtrth 
des Ausdruckes positiv ist. Ob die Puncte 1 und 2 beide oberhalb A, 
oder beide unterhalb A\ oder ob endlich einer von ihnen oberhalb A, der 
andere unterhalb Ä sich befindet, ist für die Anwendbarkeit des Satzes 
durchaus gleichgültig. 
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§3. 

Der gegenseitige Abstand zweier Puncto, ausgedrückt in den 

dipolaren Coordinaten.*) 

Markirt man irgendwo im Baume zwei Punkte (x } y 7 z) und (x v y ly z^) t 
und bezeichnet man die neuen oder dipolaren Coordinaten derselben mit 
(&, o, <p) und (-9*!, (o lf 9? x ), so ist nach (11.): 



(14.) 



x = a 
y = a 
— a 



— 2 t sin ifr 
2 sin co cos rp 

._._ _ _ t 

2 Bin m sin q> 

~* » 



( — 2 t sin t'A 

x* =a ■■ - , 

2 sin co. cos q>. 
y = a f — -, 

2 sin co, sin <p, 



*.- 



a 



wo ip und ^ die Bedeutungen haben: 

(15.) tjj = 2 cos %%• — 2 cos a, tjj x = 2 cos i-8^ — 2 cos ©j. 

Bezeichnet man nun die gegenseitige Entfernung der beiden Puncte 
mit E: 

(16.) 2?> = (x - x,f + (y- yj + (, - ^) 2 , 

so ergiebt sich durch Substitution der Werthe (14.) nach einiger Rech- 
nung (die hier nicht weiter ausgeführt werden soll) folgende Formel: 

(17.) 

wo cos y die Bedeutung hat: 

(18.) cos y = cos cd cos coj + sul <° 8nl w i cos (9> — ^i)« 



E % = 4a 2 2c0Bt '( ^""^i) — 2 co« y 



Das hier eingeführte y hat übrigens eine einfache geometrische Be- 
deutung. Legt man nämlich durch den gegebenen Punct (&, co, qp) einen 
von A nach A' gehenden Kreisbogen, so ist die co- Coordinate des Punctes 
durch den Peripherie winkel dieses Bogens dargestellt, mithin ebenso 
gross wie derjenige Winkel, unter welehem der Bogen selber im Pole 
A gegen die #-Axe geneigt ist (vgl. die beistehende Figur). Und mit 



*) Die dipolaren Coordinaten dürften vielleicht zum ersten Mal von Thomson 
eingeführt sein, im Jahr 1847. Vgl. die Papers on electrostatics and magnetism, 
by Thomson, London, 1872, p. 147. Daselbst findet man bereits die in diesem § 
in (14.) und (17.) für x, y, z und E* angegebenen Formeln, allerdings in anderer 
Bezeichnungsweise. Die von mir gebrauchte Bezeichnungsweise ist genau dieselbe, wie 
in meinem Werke von 1862 über die ezeentrischen Kugelflächen, nur mit dem 
einen Unterschiede, dass — x statt + x gesetzt, nämlich die Richtung der x-Axe 
nicht, wie dort, vom Pole A (O* =» oo) zum Pole Ä («O* — — oo), sondern umgekehrt 
von Ä nach A gerechnet ist. 
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Rücksicht hierauf ergiebt sich folgender Satz: Construirt man über AA! 

als gemeinschaftlicher Sehne zwei Kreisbogen, von denen der eine durch 

den Punct (#, a>, <p), der andere durch den Punct 

(&i » ®i > <Pi) 9^, so wird das durch die Formel 

(18.) definirte y nichts Andres sein, als derjenige 

Winkel, unter welchem die beiden Bogen im Pole 

A gegen einander geneigt sind. 



Man kann die Formel (17.), mit Rücksicht (c ~kf 
auf (15.), auch so schreiben: 

^'_+« ,V *- 2_cosy 

( e* + e~* — 2 cos m) ( e* 1 + e~~ 9i — 2 cos a>, ) 

Läset man hier das ^ = + °° werden, oder, 
geometrisch ausgedrückt, lässt man den Punct 
(#1, a) lf qp,) nach A nicken, so erhält man: . 

(20.) p 2 = 4a 2 



(l9.)£ 2 -4a 2 



e & -f e~* — 2 cos Co ' 

wo alsdann q den Abstand des Puncts (#, gj, q>) (r^lä! 
vom Pole A vorstellt Und lässt man andrerseits 
in (19.) das & x = — oo werden, so erhält man: 




&W(p 



(21.) 



4a 2 



e* + e"~* — 2 cos © ' 

wo (f den Abstand des Punctes (#, a>,qp) vom Pole Ä bezeichnet. 
Diese Formeln (20.), (21.) können, mit Rücksicht auf (15.), so ge- 
schrieben werden: 

(22.) 



2fl -19 



' 2a la. 
p = -7=«* • 



Und hieraus folgen sofort die weiteren Formeln: 

4 a» 



(23.) 



99 = 



-e», 



^ ' 9 

Ton denen die letztere nur eine Reproduction der schon früher an- 
gegebenen Formel (7.) ist 

Behufs späterer Betrachtungen erscheint es zweckmässig, bei einem 
beliebig gegebenen Punct (#, cd, q>) für das geometrische Mittel seiner 
beiden Polabstände g f q eine besondere Bezeichnung einzuführen: 

(24.) 6 - Vrf. 

Dann ist nach (23.) dieses 

(25.) 8-IL. 
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Sämmtliche fünf Grössen &, co, % #, j; können als dipolare Coordinaten 
des betrachteten Punctcs bezeichnet werden, etwa fr, co, q> als die eigent- 
lichen und 4>, £ als die überzähligen Coordinaten. 

Zwischen xp und £ findet die einfache Relation (26.) statt; sodass es 
' vielleicht als Luxus erscheint, neben y noch das £, oder neben £ noch 
das ip einzuführen. Man möge entschuldigen, dass ich trotzdem beide 
Grössen rp und £ beibehalte. Der Grund ist der, dass ip sich wesent- 
lich empfiehlt durch seine einfache analytische Gestalt ($ — 2 cos t* 
— 2 cos »); dass andrerseits aber { nicht minder sich empfiehlt durch 
seine einfache geometrische Bedeutung (denn £ ist das geometrische Mittel 
der beiden Po lab stände). 

Ueber die unendlich fernen Pnncte. — Die Formel (23.) lautet mit 

Rücksicht auf (15.): 

z n , 4a 8 2a* 

(a.) qq = ■— = -<> k • 

v J vv . * e^ + e"-^ — 2cosco 

Soll nun der betrachtete Punct (#, ©, 9?) in unendlidier Ferne liegen, 
so muss qq' «= 00, mithin 

(/S.) c^ -j" c_ * ~ 2 cos o = 

sein. Hieraus aber folgt sofort, dass für diesen Punct %• = 0, und m 
ebenfalls — sein muss [denn ca liegt stets zwischen den Grenzen 
und tc, vgl. [(3.) p. 98]. 

Bezeichnet li einen vom Anfangspunct des Coordinatensystems 
nach dem unendlicli fernen Punct (#, ©, qp) hinlaufenden Strahl, und a 
den Neigungswinkel dieses Strahls gegen die x-Axe, so ist nach (11.)" 

Vy* + ** 2 8in » 



.# -— s 



0-) *g«- - 

Da nun aber, wie wir soeben gesehen haben, die Coordinaten & und 
co des betrachteten Punctes Null oder (was dasselbe) unendlich klein 

sind, so nimmt die Formel (y.) die Gestalt an: , oder in Wirklich- 
keit die Gestalt: 
(d.) tg « — -| • 

Also der Satz: JFY/r jedweden unendlich fernen Punct ist sowohl 4* 
wie cd unendlich klein. Will man insbesondere diejenigen unendlich 
fernen Puncte haben, deren Winkelabstand von der x-Axe einen vor- 
geschriebenen Wcrth a Jiat, so muss man & und od in solcher Weise 



CO 



unendlich klein werden lassen , dass der Quotient A = tg a wird. 



ff 
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§4. 
Das Linienelement, ausgedrückt in den dipolaren Coordinaten. 

Nach (17.) und (18.) ist: 

( k >t\ \ TP* ft * c08 *(^ — ^i) — [ cos w C08 w i "f" 8 * n w 8 * n ""i C08 (^ ~~ 9*i )] 

oder was dasselbe: 

(97 w* ft * C08 *& — ^0 — C08 ( w — a>| ^ ~f~ ^ 8in m ß ' n ^ 8 * n * i(9> ~~ Vi) 

Bringt man diese Formel auf den besondern Fall in Anwendung, dass 
die beiden Puncte (&, <o 9 % ty) und (#,, <o lf q> l9 #,) einander unendlicJi 
nahe sind: 

#! = *r + ^fr, ©i = cd + dai, <p t = 9 + ^V* ^«H ^^; 

und bezeichnet man in diesem Fall den gegenseitigen Abstand der 
beiden Puncte mit ds, so erhält man: 

/oq\ fi \2 o «cosfitJ-fr) — cos (d a})-\- 2 sin (o sin (oa -{- d ca) Bin 9 (\ dtp) 

(28.) (ds) =8a *<*+"<*♦)" " * 

Der ZäJiler dieses Ausdrucks kann offenbar auch so geschrieben werden: 

[1 + l(dd)*] - [1 - ±(d<oy\ + i(d<pY sin« sin (o + do), 
oder kürzer auch so: 

U(d&)* + (<**>)* + W s in ® «in (o + da)]. 

Substituirt man aber dies in (28.), und unterdrückt man dabei zugleich 
die unendlich kleinen Grossen höherer Ordnung, so erhält man: 

(29.) (dsy - 4a» &$-+- &$--+ (8in m * 9) * ■ 

Diese fundamentale Formel wollen wir sogleich weiter benutzen zur 
Herstellung des analytischen Ausdrucks für gewisse JFVäcfowelemente. 

Wir denken uns, ausser den Kugelflächen (Parameter fr) und den 
Conaidflächen (Parameter gj), auch noch das System der Meridianebenen 
construirt (als deren Parameter das Azimuth <p angesehen werden kann), 
und haben alsdann im Ganzen drei zu einander orthogonale Flächen- 
syteme, durch welche der Raum in lauter unendlich kleine recht- 
winklige Parallelepipeda zerlegt wird. 

Ein solches Parallelepipedum kann man in folgender Weise ent- 
stehen lassen: Man markirt irgendwo im Räume einen Punct (fr, o, g?) 

und bezeichnet mit 

ds» } ds,o, ds<p 
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diejenigen Wegelemente, welche jener Punct durchlaufen würde, falls 
man seine Coordinaten entweder um (dfr, 0, 0), oder um (0, da>, 0), 
oder endlich um (0, 0, dtp) anwachsen lassen wollte. In der That sind 
alsdann ds$, ds m , ds v die Kanten eines Parallelepipedums der genannten 
Art. Und zugleich ergiebt sich dabei aus (29.): 



(du? 



V 



(30.) (ds„y - i^i, 

fj \2 _ 4a , (8ina)d(p) , 
\ ab <p) — "V 1 " "" 

Die dsa, ds ot , ds (p repräsentiren die Längen gewisser Wegelemente, 
und sind, dieser Definition zufolge, stets positiv. Hingegen können die 
Zuwüchse d&, da, dq>, falls nichts Näheres darüber festgesetzt wird, 
von beliebigem Vorzeichen sein. Der Einfachheit willen nehmen wir 
an, dass diese d&, da, d<p wirkliche Zuuriichse, also positive Grössen 
seien. Alsdann ergiebt sich aus (30.): 

ds& = 
(31.) ds w = 



2adco 



, 2 a sin a> dy 

as< P ^ 5 

denn es ist zu beachten, dass a, ip und sin gj, ihrer Definition zufolge 
stets positiv sind. [Vgl. (15.) und (3.)]. 

Die Linienelemente ds#, ds 0) und ds^ stehen senkrecht respective 
gegen die durch den Punct (<&, o, q>) gehende Kugelfläche, Conoidfläche 
und Meridianebene. Demgemäss wird z. B. das Product ds a ds 9 ein 
kleines Rechteck repräsentiren, dessen Seiten ds m und ds v auf der ge- 
nannten Kugelfläche liegen. Oder kürzer ausgedrückt: Dieses Product 
ds w dS(p ist ein Element jener Kugelfläche. U. s. w. — Mit Rücksicht 
auf (31.) erhalten wir daher folgende Formeln: 

(Element der Kugelfläche) = ds w ds<p = -75 — , 

(32.) (Element der Conoidfläche) = ds&dsy = -^ -- 7 

(Element der Meridianebene) = ds$ds<o= — — i — • 

Bemerkung. — Die Vorzeichen in den Formeln (31.), (32.) sind, 
wie aus unseren Erörterungen hervorgeht, nur dann richtig, wenn wir 
die d#, da, dq> als wirkliche Zuwüchse, d. h. als positive Grössen an- 
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sehen. Lassen wir diese Voraussetzung faHen, so wird z. B. die erste 
der Formeln (31.) so zu schreiben sein: 

Das ds# repräsentirt ein Element der auf der Kugelfläche # = Const. 
errichteten Normale N, und mag als solches mit dN benannt werden. 
Alsdann ist also: 

— iff ' dN — 2 a 

Da nun •£- stets positiv ist [vgl. (15.) p. 104], so gelangt man zu folgen- 
dem Satz: Errichtet man im Puncte (fr, o, <p) auf der durch diesen Punct 
gehenden Kugelfläche eine Normale N (gleichgültig in welcher Richtung), 
so wird der Differentialquotient von fr nadi dieser Normale den Werth 
haben: 

(33.) i£ - ± £' d - *• " ± T> [vgL (25) p - 105] ' 

tco das positive oder negative Vorzeichen eu nehmen ist, je nachdetn 

& in der Richtung N wächst oder abnimmt. 

§ 5. 
Entwicklung der reeiproken Entfernung zweier Puncte. 
Die bekannte Laplacc- Legendr e' sehe Entwicklung: 

l 



*/* ö , , = 5* f*P* (cos cd) 

yi — 2r cos» + *•* ~q " v J 

ist convergent und gültig, falls r ein positiver ächter Bruch ist. Dem- 
gemäss behält diese Entwicklung den eben genannten Charakter, falls 
man r = er 9 setzt, und dabei unter g eine positive Grösse versteht. 
Man gelangt in solcher Weise, falls man noch auf beiden Seiten mit 
€r-\9 multiplicirt, zu der Formel: 



X. n flssoo 

= er y J£ e-*' P„ (cos «), (g = pos.) 



VT— %t~~ 9 COS CO + t" %9 n=0 

Diese Formel aber kann auch so geschrieben werden: 



V r(»+ i> P n (cos cd), (g = pos.). 



V(t? + e-*) — 2 coa co »=o 
oder, wenn man zur Abkürzung n -f- i = N setzt, auch so: 



«=» 



(34.) -=- -4- =— - 2 ^" 9 P - C 008 »X (9 = Po«-)- 

V2COBt</ — 2C08<D n==0 
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Diese Formel lässt sich z. B. anwenden auf die früher, in (15.), be- 
trachtete Function ip = 2 cos ifr — 2 cos a. Da das fr bald positiy, 
bald negativ sein kann, so erhält man äivei Formeln, nämlich: 



(35. a) ~ = , \ -^---=: = y e~ N »P n (cos ©), falls fr = pos.; 



n=oo 



(35. b) hingegen = J£ c N& P n (coscai), falls # = neg. 



n=Ü 



Diese einfachen Dinge vorangeschickt, gehen wir über zur eigent- 
lichen Aufgabe dieses §, nämlich zur Entwicklung der reciprocen Ent- 
fernung zweier Puncte (fr 9 cd, <p, #) und (fr lf cD n <p u il> t ). Bezeichnet man 
die Entfernung selber mit E, und ihren reciprocen Werth mit T f so 
ist nach (17.), (18.): 

(36.) T - -L - *£ V* zE~-r+. 



E 2 a j/2 cos t (fr — >,T — 2 cos "y f 

wo cos y = cos ö cos c^ -f- sin o sin c^ cos (<p — qpj). 
Hieraus folgt mittelst der Formel (34.) sofort: 

(37. a) T = ^^ n j?c- N <*-^ P n (cos y), falls - t — pos.; 



2 « «=ü 



n=co 



(37. b) T = ^-^ 2 e**-** Pn (cos y), falls fr — fr, = neg.*) . 

Da der cos y den in (36-) aufgeführten Werth besitzt, so kann die 
Function P» (cos y) in die bekannte, schon von Laplacc angegebene, 
nach den Cosinus der Vielfachen von (<p — <p t ) fortlaufende Form ver- 
setzt werden: 

(38.) P„(cosy)=P»(co8G})P ll (co8G} 1 )+L'cos(9— 9> 1 )+X"co82(g) — Vi)"\^ ~ 
wo die L' } L" } . . . Functionen von cd, ö 1 sind. Diese Functionen II 7 L" f — 
lassen sich bekanntlich ebenfalls in ziemlich einfacher Gestalt angebe- 3 
Für unsere Zwecke aber ist ein näheres Eingehen hierauf nicht 
forderlich. 



*) So einfach nun die Ableitung der Formeln (37. a, b) auch sein mag, 
scheint es mir, im Anbetracht ihrer fundamentalen Bedeutung für die ganze 
entwickelnde Theorie, doch angemessen zu bemerken, dass diese Formeln wo 
zuerst in meinem Werke von 1862 über die nichtconcentrischen Kugelflachen, d 
selbst p. 90, gegeben sein dürften. In jenem Werke ist gezeigt, wie man un 
Anwendung dieser Formeln alle Aufgaben der Elektrostatik und des War megleicb. ^ 
gewichts für zwei Kugeln mit ebenderselben Leichtigkeit, wie nur für eine Kugel # 
zu lösen im Stande ist. 
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§ 6. 
Sich anschliessende Betrachtungen. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Es ist gegeben eine den Pol A 
umschliessende, ausserordentlich kleine Kugelfläche des dipolaren Systems, 
deren Parameter ^ also positiv und ausserordentlicli gross sein wird: 

(a.) < » t < oo. 



Diese Fläche sei mit Masse belegt, in beliebiger Weise, jedoch sym- 
metrisch zur x-Axe. Es soll das Potential dieser Belegung auf einen 
variablen Punct (fr, cö, q>) berechnet werden, unter der Voraussetzung, 
dass der Punct ausserhalb der Kugelfläche liegt, mithin 

iß.) »<» t 

ist. Bezeichnet man also z. B. irgend ein Element der Kugelfläche 
mit dffj und seine Coordinaten mit (# 1; a 1} qpj, so wird die reciproce 
Entfernung T dieses Elementes vom Puncte (#, o, q>) zufolge (/&) und 
mit Rücksicht auf (37. a, b) den Werth haben: 

(y.) T = ^Ä "2e"^ P„ (cos y), 

wo P n (cos y) nach (38.) darstellbar ist durch: 

(<J.) P w (cos y)=P„(cos G))P»(cos gjJ -j-Z'cos (qp — qpj+i/'cos 2(qp — qpj-f- • • , 

Die Dichtigkeit q x einer auf der Kugelfläche (O^) ausgebreiteten 
Massenbelegung wird im Allgemeinen eine beliebige Function von m l 
und <p t sein. In unserm Falle aber wird sie, weil die Belegung sym- 
metrisch zur #-Axe sein soll, lediglich von co 1 abhängen: 

(£.) q x = ffa). 

Ausserdem hat das Flächenelement d<J i den Werth: 

(« d tfl - i-'J^y *ä*sl, [vgL . (32 .) p . los]. 

Das Potential U der in Rede stehenden Massenbelegung auf den Punct 
gewinnt nun durch Substitution der Werthe (y.), (f.), (£.) die Gestalt: 



oo \ B!=0 
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Substituirt man hier für P n (cos y) die Entwicklung (#.), so ist die (von 
bis 2 ?r gehende) Integration nach qp sofort ausführbar; man erhält 
somit: 

(i.) U=4naVJ> *C f J? c«*-*> P n (cos a) P n (cos w,)] fi ° l) *** "' dm% • 

Um nun die Integration nach g} 1 ebenfalls auszuführen, bemerken wir, , 
dass der Ausdruck: 

(*•) -%= = r* ^ Ni i [vgl- (15.) p. 104], 

abgesehen von der Constanten t^ (dem Parameter der gegebenen Engel- 
fläche) nur von co l abhängt, mithin z. B. entwickelbar ist in eine nach 
den P M (cos co t ) fortschreitende Reihe: 



/( . N ft _ f( n i) V a -n f \ 

(*•) TTrr — u irr = -^ A n P« ( cos ö i)> 

wo die A n Constanten sind. Substituirt man den Werth (A.) in die 
Formel (t.), so folgt: 

n /n=oo \ /na=»ao \ 

(p.) tT=4^aV^ / ( ^e^-^P^cos^P^cosoOjl J£ A n P n (cosa>J JsinoA 

Hieraus aber folgt, mittelst der bekannten Integral-Eigenschaften der 
.Functionen P„, sofort: 

(y.) U=4naVt'2 öir 4. «**-*> P„ (cos »), 

oder, falls man die Constante 

setzt, und ausserdem das }/# w^er das Summenzeichen bringt: 
(o.) tf = J£ #, y# e**P,, (cos ra), wo N — » + * ist 

ftssO 

Wenn es uns beliebt, können wir unsere Betrachtung z. B. auf 
den besondern Fall anwenden, dass in (A.) die Coefficienten An, m ^ 
alleiniger Ausnahme von A 6 , alle =0 sind, also anwenden auf eine 
Massenbelegung, deren Dichtigkeit q t der Formel entspricht: 

Alsdann werden nach (g.) die B n ebenfalls == 0, mit alleiniger Aus- 
nahme von B b ] so dass man also aus (o.) erhält 

(p.) «7 - B 6 Vn, e< 5 + «» P 5 (cos oi), 
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wo B b eine Constante ist. — Der Ausdruck (q.) repräseutirt also das- 
jenige Potential, welches auf den variablen Punct (&, co, q>) ausgeübt 
wird von einer gewissen Masseubelegung der den Pol A umschliessen- 
den kleinen Kugelfläche. Da diese Kugelfläche beliebig klein, mithin 
auch unendlich klein sein darf, so können wir jene auf ihr ausgebreitete 
Massenbelegung kurzweg als eine gewisse im Pole A vorliandene Masse 
bezeichnen , mithin sagen: 

Der Ausdruck (q.) repräsentire dasjenige Potential, welcfies auf den 
variablen Punct (#, cd, <p) ausgeübt wird von einer gewissen im Pole A 
vorhandenen Masse. — Demgemäss gelangen wir, da offenbar die Zahl 5 
in (q.) eine ganz zufällig gewählte ist, zu folgendem Resultat: 

Setzt man zur Abkürzung ^ = e 9 + er 9 — 2 cos cd [vgl. (15.) p. 104], 
und femer N = n + \, so ist die Function 

(39.) V^e-^P n (coso) 

nichts Anderes als das Potential derjenigen Wirkung, welche auf den 
variablen Punct (#, co, cjp) ausgeübt wird von einer gewissen im Pole 
A(ft = + oo) vorhandenen Masse, deren Beschaffenheit abhängt von 
dem Werthe der gegebenen Zahl n. 

In ganz analoger Weise wird man offenbar zu dem Parallelsatz 
gelangen, dass die Function 

(40.) |/^e+^P n (cosa)) " 

angesehen werden kann als das Potential derjenigen Wirkung, welche 
auf den Punct (fr, cd, cjp) ausgeübt wird von einer gewissen im Pole 
Ä (fr = — <x>) vorhandenen Masse.*) 

§ 7- 

Hydrodynamische Aufgabe. Ueber die Bewegung einer Kugel im 

Innern einer Flüssigkeit, die äusserlieh begrenzt ist von 

einer. fest aufgestellten Kugelsohaale. 

Die gegebene incompressible Flüssigkeit sei äusserlieh begrenzt 
von einer starren Sclmale, deren innere Oberfläche O heissen mag. 
Und im Innern der Flüssigkeit befinde sich ein starrer Körper, dessen 
Oberfläche genannt werden mag. Jene Schaale sei völlig fest auf- 
gestellt; der Körper hingegen beweglich. Doch sei durch irgend welche 
Vorrichtungen dafür gesorgt, dass der Körper nur sicJi selber parallel in 
der RicHhing der x-Axe fortschreiten kann; (vgl. etwa die Note p. 77). 

*) Diese Sätze (39.), (40.) sind nur specielle Fälle eines früher von mir an- 
gegebenen allgemeineren Satzes. Vgl. mein Werk von 1862, über die nichtcon- 
centrischen Kugelflächen, daselbst p. 102. 

Netminn, Hydrodynamische Untersuchungen. 8 
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Abgesehen von den Druckkräften, mit denen Flüssigkeit und 
Schaale, ebenso Flüssigkeit und Körper gegenseitig aufeinander ein- 
wirken, mögen noch gegebene äussere Kräfte vorhanden sein, welche 
theils auf den Körper, theils auf die Flüssigkeit influiren. Und zwar 
mag die Summe der #-Componenten der den Körper sollicitirenden 
äusseren Kräfte mit X, und das Potential der die Flüssigkeit solli- 
citirenden äusseren Kräfte mit V = V {x y y, e) bezeichnet sein. 

Ueberdies sei gegeben der Anfangsmstand des Körpers und ebenso 
der der Flüssigkeit, und zwar letzterer als ein urirbelfreier [vgl. übrigens 
die Bemerkung p. 77]. Die unter diesen Umständen eintretende Be- 
wegung des Körpers und der Flüssigkeit soll tiäher untersucht werden, und 
zwar unter der besonderen Voraussetzung, dass ö und Kugelßächen 
sind, und dass das feste Centrum c der Kugelfläche ö auf derjenigen 
geraden Linie sich befindet, längs weldier das Centrum c der Kugel 6 
sich bewegt. Diese gerade Linie mag der Einfachheit willen geradezu 
zur x-Axe des Coordinatensystems genommen werden. 

Bezeichnet J die #-Coordinate des Kugelcentrums e, und M die 
Masse der Kugel, so ergiebt sich für die Bewegung derselben die Diffe- 
rentialgleichung : 

(1.) Jfg-X + », 

wo X die schon genannte Bedeutung hat, mithin gegeben ist, während 
X p die #-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche auf die 
Kugel ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit. 
Unsere Hauptaufgabe besteht nun in der Berechnung dieser noch un- 
bekannten Kraft X p . Und zu diesem Zwecke benutzen wir das Princip 
der lebendigen Kraft: 

(2.) — Tt — = — -JJ , [vgl. (5.) p. 37]. 

Was die einzelnen Glieder dieser Gleichung betrifft, so hat zuvorderst 
die während der Zeit dt von der Flüssigkeit auf die Kugel ausgeübte 
Arbeit dL den Werth: 
(3.) dL = X*di, 

wo X p die schon genannte Bedeutung hat, und rfj den Zuwachs der 
Coordinate J während der Zeit dt bezeichnet. Ferner ergeben sich für 
das von den äussern Kräften auf die Flüssigkeit ausgeübte Gesammt- 
potential W die Formeln: 

( 4 > TT ~ ~ % Tt - XJ % W ( 6 ')> (U (80, (90 P. 78J. 
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wo z. B. X J die #-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche 
die dem Potential V entsprechenden äussern Kräfte auf die Kugel aus- 
üben würden, falls ihre Materie identisch wäre mit der der gegebenen 
Flüssigkeit. Demgemäss kann diese Kraft Xß kurzweg als die dem 
Prindp des Archimedes entsprechende Kraß bezeichnet werden. 

Substituirt man die Werthe (3.), (4.) in die Formel (2.), so er- 
hält man sofort: 

< 6 -) *£--(» + x>)Ü--(X'+»)0, 

wo zur Abkürzung die augenblickliche Geschwindigkeit der Kugel: 

gesetzt ist. Aus (5.) folgt nun: 

(7.) X, »-ÄS* 

Mittelst dieser Formel (7.) werden wir nun weiterhin die unbekannte 
Kraß X p wirklieh berechnen^ und zwar in der Weise, dass wir zuvörderst 
das Geschwindigkeitspotential <t> der Flüssigkeit, sodann die leben- 
dige Kraft T der Flüssigkeit bestimmen, und endlich durch Substitution 
des Werthes von T in jene Formel (7.) den Werth der Kraft X? er- 
mitteln. Die hiebei zur Bestimmung von <t> und T anzuwendenden 
Gleichungen sind leicht angebbar. 

Der von der Flüssigkeit eingenommene Raum 9t ist nämlich ein 
schalenförmiger, begrenzt von den beiden Kugelflächen und ö , und 
folglich ein einfach zusammenhängender. Demgemäss ergeben sich für 
das Geschwindigkeitspotential <t> der Flüssigkeit die Bedingungen: 

(8.) <t>, -g— , -g— , -g— stetig, und A<t> = 0, im Räume 91; 

( 9- ) dN ~ dt cos ( N > *) + Jt cos ( N > *) + *ii C08 ( N > *)' an der 0ber * 
fläche von 91. 

In der That erhält man diese Bedingungen sofort aas den Sätzen 
p. 25, falls man nur die dortige Formel (I. c) in diejenige Gestalt ver- 
setzt, in welcher sie in (6.) p. 18 sich präsentirt. Auch folgt ans jenen 
Sätzen p. 25, dass durch diese Bedingungen (8.), (9.) die Function <t> 
völlig bestimmt ist, bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhängen- 
des Glied. 
Nun besitzt aber die Kugel <s eine nur fortschreitende Bewegung 
in der Richtung der x-Axe. Die Geschwindigkeit eines jeden Ober- 
flächenpunctes (£, r\> £) der Kugel ist daher identisch mit der Ge- 
schwindigkeit ihres Centrums. Also: 

8* 
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Andererseits soll die äussere Begrenzungsfläche <? der Flüssigkeit ab- 
solut unbeweglich sein. Für jeden Punct (£, 17, £) dieser Fläche ist 

daher 

<*l dq ^1 a 

dt dt dt 

Und demgemäss nehmen die Bedingungen (8.), (9.) folgende Gestalt an: 
(10.) <t>, y~ , -TT-, ~7T- stetig, und A<t> = 0, im Räume 91; 

(11. a) tttt = G cos (N, %), auf der Fläche tf; 

(11. b) |£ = 0, auf der Fläche <7 . 

Bemerkung. — Bezeichnet man einen beliebigen Punct der Flache # 
mit {x, y, z) und die daselbst auf c errichtete Normale mit N, so iit 
offenbar: 

jj = cos (IM, x) } ^ = cos (IM, y), ^ = cos (N, z). 

Und demgemäss kann in der Formel (11. a) statt cos (N, x) auch der 
Differentialquotient ^ substitairt werden. 

Sobald <t> mittelst der Formeln (10.), (11. a, b) berechnet ist, er- 
hält man sofort den Werth der lebendigen Kraft T: 

(12.) T = | ///, (<t>, 0) tfsdyrf*, [vgl. (2.) p. 44]. 

Diesen Werth aber kan& man, weil <t> im Räume 9t den Bedingungen 
(10.) entspricht, auch so schreiben: 

(13.) T = \ (jj* |S *» + j[jf ♦ K *».) [vgl. <y.) P- 41], 

wo das eine Integral über alle Elemente d<J der Fläche tf, das ändere 
über alle Elemente dö der Fläche ö hinerstreckt zu denken i*l 
Diese letzte Formel (13.) gewinnt endlich mit Rücksicht auf (11. a> V) 
die einfachere Gestalt: 

(14.) T= 9 -£ff<t> cos (N, x) de = - 9 j-Jf* cos tö *) d * 

Denn in all' unsern Formeln ist unter N die der Flüssigkeit <#" 
gewendete Normale zu verstehen, während das B in (14.) die entgegen 
gesetzte Richtung, nämlich die des Eugelradius repräsentiren soll* 
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§8. 
Berechnung des Geschwindigkeitspotentials. 

Wir betrachten das gegebene materielle System in irgend einetn 
Zeitaugenblick t seiner noch unbekannten Bewegung. Construiren wir 
nun in der #y-Ebene eine Kreisperipherie, welche in diesem Augenblick 
die beiden Kugelflächen 6 und 6 senkrecht durchbohrt, so wird die 
x-Axe von dieser Peripherie in zwei Puncten geschnitten werden, von 
denen der eine A innerhalb tf, der andere Ä ausserhalb 6 Q liegt. Be- 
trachtet man aber diese beiden Puncte A und Ä als Pole, so sind 
jene Flächen ff und O nichts Anderes als zwei Kugelflächen des zu A 
und Ä gehörigen dipolaren 
Systems; wie sich solches 
aus unseren früheren geome- 
trischen Betrachtungen (p. 97) 
sofort ergiebt. Und um alles 
mit unsern damaligen Be- 
trachtungen in Einklang zu 
bringen (vgl. z. B. # die Figur 
p. 97), wollen wir die Dinge 
so einrichten, dass die a>Axe 
des dipolaren Systems ver- 
tikal nach Oben gerichtet ist, 
dass ferner der Pol A und 
<lie beiden Kugelflächen ober- 
Juüb der y$-Ebene liegen, mit- 
lin der Pol Ä unterhalb dieser 
ZEbene sich befindet. Bezeich- 
net man alsdann die Para- 
xneter der beiden Kugelflächen 




—yx 



(-oe)j' 



*f und 6 Q mit # = % und 
-^ = r , so sind offenbar 

O.) * selber, und d = r — r 
zwei positive Grössen, 

xrnd folglich 

(2.) q = er* und f=e-* positive ächte Brüche. 

Dies vorangeschickt, nehmen die für das Geschwindigkeitspoten- 
tial <t> = <t> (x, y, z) aufgestellten Bedingungen, falls man die dipo- 
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laren Coordinaten von (x, y, 0) mit (#, cd, <p) bezeichnet, folgende Ge- 
stalt an: 

^ *» H' Tj> Ti SC ^> UDd A0 = ° im Raume R i 

( 4 - a > ($?)_ - G (ff ),-,' a« f d« Fläche (r.); [vgl. die Bemerk.?. 116]; 

< 4 - b ) (H)*^ - 0; auf der Fläche <*•)• 

DurcA eftesß Bedingungen (3.), (4. a, b) istf dfe Function <t> vöflt^ 
bestimmt bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhängendes Glied; 
wie Analoges schon bei den Gleichungen (8.), (9.) p. 115 bemerkt 
wurde. Uebrigens können wir diesen Satz, da wir gegenwärtig immer 
nur einen gegebenen einseinen Zeitaugenblick in Betracht ziehen, 
mithin die Zeit als eine gegebene Constante ansehen, und folglich 
jedwede nur von der Zeit abhängende Function ebenfalls als eine Con- 
stante zu bezeichnen haben, auch so aussprechen: Die Function <t> ist 
durch die Bedingungen (3.), (4. a, b) völlig bestimmt bis auf eine additive 
Constante. 

Es handelt sich nun darum, die diesen Bedingungen (3.), (4. a, b) 
entsprechende Function <t> wirklich zu berechnen. Bezeichnet man die 
dipolaren Coordinaten des variablen Punctes (x, y, e) mit (#, <d, qp, qf?), 
so wird den Bedingungen (3.) Genüge geschehen, wenn man <t> z. B. 

(5.) = Yt e s& -Pn (cos cd), oder = Yty er y& P H (cos cd) 

setzt, wo n eine beliebige ganze Zahl und N = n + £ sein soll. Dies 
ergiebt sich nämlich unmittelbar aus den Sätzen (39.), (40.) p. 113, 
falls man nur beachtet, dass die beiden Pole A und Ä ausserhalb des 
von der Flüssigkeit occupirten Raumes 9t sich befinden. — Demgemäss 
wird also jenen Bedingungen (3.) z. B. auch genügt werden, wenn man 
für <t> irgend ein Aggregat der Functionen (5.) nimmt, mithin seist: 



n=oo 



(6.) * — V*2{A.e»» + B n tr» ») P n (cos •), 



w=0 



wo A n , B H Constante sind. Es handelt sich nun darum, diese noch 
disponiblen Constanten A nj B n der Art zu wählen, dass gleichzeitig 
auch den Bedingungen (4. a, b) Genüge geschieht. Zu diesem Zwecke 
müssen wir die Formel (6.) nach <& differenziren, wobei zu beachten 
ist, dass & auf der rechten Seite der Formel doppelt vorkommt, nämlich 
erstens explicite, und zweitens insofern, als es in 

(7.) 4t _ 2 cos i& — 2 cos m, [vgl. (15.) p. 104] 
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enthalten ist. In Folge dieses Umstandes ist die Ausführung der Diffe- 
rentiation ein wenig mühsam. 

Zur Erleichterung derselben wollen wir zunächst an Stelle der 
Formel (6.) folgende nehmen: 



(«•) F = Vl>2A n e»*P n (r), 

n=0 

wo nach wie vor 

(ß.) il> = 2 cos ift — 2 cos a>, und ausserdem (i ™ cos cd 

sein soll. Wir erhalten alsdann: 



Hieraus folgt durch Multiplication mit ]/^ ; und mit Rücksicht auf (/}.): 

n=Q naoO 

oder anders geordnet: 



Y*tt = (2cosi&-2 l i)J2NA n e™P n (ii)-ismi&J2A H e»*P H (ii) f 



aF 



EOO 



Y*%£= — J22NA n e«*pP n (ii) + 2i(2NcoBi&--ismi&)A H e"*P n (ii). 



Das allgemeine Glied der letzten Summe kann offenbar auch so ge- 
schrieben werden: 

((2» + 1) £+fL + *-f~* )A*fP n {p\ 

oder auch so: 

((» + 1) e> + ne^)^„^P n (fi), 

oder endlich auch so: 

(nAn**-** + (» + 1) A**»*»*) P n (fl). 
Somit folgt: 



(y.) V**£-2 (~ 1) (2» + 1) 4.e»V P.GO 



ftSSSOD 



+ ^ (»A***- 1 » + (* + 1) J-eW- 1 ») P.öi.). 

Von diesen beiden Reihen schreitet die letztere fort nach den P»(ft)> 
die erste hingegen nach den Prodticten jiP„(fi). Doch kann man eine nach 
diesen Producten fortlaufende Reihe leicht umwandeln in eine nach den 
blossen P»(ft) fortgehende, und zwar mittelst der allgemeinen Formel: 

in welcher die C beliebige Constanten sein dürfen. 
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Bringt man diesen Hülfsatz (#.)> dessen Beweis zn Ende dieses § 
nachträglich gegeben werden soll, auf jene erste Reihe der Formel (y.) 
in Anwendung, so nimmt dieselbe folgende Gestalt an: 

oder, was dasselbe, folgende Gestalt: 



2 (— nA^»-»* - (n + 1) A^+W) P.Qt). 

Dies in (y.) substituirt, erhält man: 

(*). Y* |{=^ (n(A. - A^y-^-in+l) (A^-AJ^+^P. 0»), 

oder & falls man mit Yi> dividirt, und zugleich für F seine eigentliche 
Bedeutung *(a.) substituirt: 



(t) ^(Yf^A^P^)) 



= 7^2{n(A n - A^y-W- in + 1) (A^ - An) #»+»») P, <». 

Man kann aus dieser Formel eine neue Formel ableiten durch Ver- 
tauschung von #• mit — & } wobei $ ungeändert bleibt [vgl. (ß.)] Mul- 
tiplicirt man dabei zugleich die ganze Formel mit — 1, und ver- 
tauscht überdiess die A mit irgend welchen andern Constanten B 9 so 
erhält man: 



wi(^lA^ p -w)- 



= -^Jg (- n(B n -B^ t )e^^^+(n+l) (B^~B R )^ W ) P« 00- 

Diese allgemeinen Formeln (£.) wnrf (17.), in denen die A und B be- 
liebige Constante vorstellen, Tcönnen nun sofort in Anwendung gebracht 
werden , um den Ausdruck <t> (6.) nach & zu differenjsiren. Man erhält 
alsdann: 

™ d ± _l"v f+^.-^.-iy*- ,) *-(»+i)(^+i-^y iH - i) * u 

W d» = yv£, \-n(i?.- J B^0^- 1) *+(«+;O(£»+i-#0e^ 1, *J °* 

Ausserdem ist, um die Bedingungen (4. a ; b) wirklich hinzustellen, noch 
das öä zu berechnen. Zu diesem Zweck bemerken wir zunächst, dass 
der Werth von x\ 



9 



z*** — 2a — - — , wo ^«=»2 cos i& — 2 cos © ist, [vgl. p. 102], 
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folgendermassen geschrieben werden kann: 

, - - 2« y* £ (£), 

oder, falls man für den Quotienten — =. die Reihe (35. a, b) p. 110 
substituirt, auch folgendermassen: 

x - - 2a V* A (jS^P.Qi)). 

Hieraus folgt sofort: 

x — 2a Yf 2 Ne~ N9 P. (p); 

n=0 

und hieraus folgt weiter mittelst der allgemeinen Formel (rj.): 

ftssao 

\~ £ 2 l-n[N-(N-l)]e-«'-»»+(n+l)[(N+l)-N](r<>'+ 1 »)P n (ii), 



(9.) d. i. || = ZL 2 (- »^-«* + (n + 1) e-W») P, (f*> 



(10. b) 



#x 2a 

Substituirt man jetzt endlich die Werthe (8.), (9.) in die Bedingungs- 
Gleichungen (4. a, b), so verwandelt sich, wie man leicht übersieht, jede 
dieser beiden Bedingungs-Gleichungen in die Anforderung, dass eine 
gewisse nach den P„ (p) fortschreitende Reihe = sein soll. Hieraus 
aber folgt, dass die Coefficienten dieser P n (ji) einzeln = sind. So- 
mit gelangt man zu folgenden Relationen: 

+n(A n - A^ x )**-* - (n+lj^-i.yw 

= 2aG[— ne-<*- 1 » + (n + 1) «r-^- 1 *], 

'+n{A n -A^ x )#<-^ -(n+l)(^ +1 -^)^ +1K 

- n(B n - ^0^-**+ (n + 1) (B.+i - Bn)e-«+ 1 »* , 

wobei n = 0, 1, 2, 3, • • • 

Mittelst dieser Formeln (10. a, b) Juit man nun die Coefficienten A, B 
au berechnen. Substituirt man sodann die in solcher Weise fiir diese 
A, B erhaltenen Werthe in den Ausdruck <t> (6.), so wird hiemit die Be- 
rechnung des Geschwindigkeitspotentials <t> vollendet sein. 

Nachträglicher Beweis des Hülfsatzes (d.) p. 119. — Zu den be- 
kannten recnrrenten Eigenschaften der Kugelfonctionen P n (p) gehört 
unter Andern* auch die Formel: 

(a). (2» + 1) tiP n (?) - nP^.^0») + (»+!) PftO»)} 



(10. b) 



=0, 
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vgl. F. Neumann' s Beiträge zur Theorie der Kugelfunctionen, Verlag von 
Teubner, 1878, p. 61, Nr. (I.). Ans dieser Formel folgt für n — 0, 1, % 
3, 4, . . . der Reihe nach: 



ipP,G0- o +1P.0»), 

3 f iP 1 (/»)-lP 0») + 2P i O»), 
() 5^P 8 ( P ) = 2P 1 0*)-j-3P s 0.), 

7/»P,(f») - SP.fr) + 4P 4 0i), 
etc. etc. etc. 



Co 

\c> 

etc. 



Mnltiplicirt man aber diese Gleichungen (b.) mit den danebengesetsten 
Factoren, wo die C beliebige Werthe haben dürfen, und addirt, so er- 
hält man: 

(C) 2C n pP n Ol) — 2 Dn Pn 0»), 



wo die Grössen D die Bedeutungen haben: 

etc. etc. 

Diese Formeln (d.) lassen sich offenbar zusammenfassen in die eine 
Formel: 

(f) D » = ä^T (7 - 1 + IS^T C »+»> wo n -°> *> 2 > 3 > ' ' ' 

Subetdtuirt man aber diesen Werth von D n in die Formel (c.), so erhalt 
man den in Rede stehenden Hülfssatz (<J.) p. 119. — Q. e. d. 

§ 9. 
Fortsetrang und gleichseitige Einschränkung auf einen 

specielleren FalL 

Die Berechnung der Constanten A, B aus den Gleichungen (10. a, b) 
ist leider mit grossen Schwierigkeiten verbunden, die im Wesentlichen 
darin bestehen, dass (wenigstens scheinbar) die Anzahl der Gleichungen 
zur Bestimmung jener Constanten nicht ausreicht 

Um die.se Schwierigkeiten deutlicher hervortreten zu lassen, und 
um die in Rede stehende Rechnung wenigstens für irgend einen spe- 
cialen Fall wirklich durchfähren zu können, wollen wir annehmen, 
der Parameter r sei = gegeben. Alsdann wird die Kugelflache (r ) 
eine Ebene, nämlich die yshEbene sein. 
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In diesem Specialfall r = wird offenbar die Gleichung (10. b) 
erfüllt, wenn man 

Bo — Ao + C, Bi — ^ + C, B t -A* + C, etc. etc. 

allgemein: B H «- An + C 

setzt, wo das C eine beliebige Constante sein kann. Gleichzeitig nimmt 
alsdann die Formel (10. a) die Gestalt an: 

niÄn— A^.i)(4+- 1 »— e-«-**y- (n+l^A^— A n )(e<»+*-e-l"+ l »)= 

— 2aG [— neH*-i*+ ( w + 1) e~<"+ l *] 9 

oder, falls man mit ( — e~"^+ 1)r ) multiplicirt: 

— 2aG [n — (n + 1) e-*<\ e-* Nt . 

Führt man nun den ächten Bruch q =« e~* ein [vgl. (2.) p. 117], und 
beachtet, dass 2N = 2n -f- 1 ist, so erhält man: 

- nq* (1 - g **-i) (A H - A n ^) .+ (n + 1) (1 - q*»+*) (An+i - A n ) = 

= 2aG [» — (n + l)a»] j*"* 1 . 

Setzt man nun hier endlich n der Reihe nach »0,1,2,3,..., so er- 
hält man zur Bestimmung der A folgendes System von Gleichungen: 

+ 1(1- * s ) (A— A )-2aG(0- q*)q, 

(12) -l^O-fl) (A~ A ) + 2(l-<?){A i -A 1 )=2aG(l-2q>)q*, 

' J -2q*(l-q*)(A i -A l ) + 3(l-qi)(A i -A t )=2aG(2-3<?)q>, 

-Sq\l-q^(A i -A i ) + 4(l-q 9 )(A i -A t )^2aG(S-4q r )q\ 

etc. etc. etc. 

Wäre Aq bekannt, so könnte man aua der ersten dieser Gleichungen 
das A l9 sodann aus der zweiten das A %} aus der dritten das A t be- 
rechnen, u. s. w. Jenes A ist aber unbekannt] und es scheint daher 
zur wirklichen Bestimmung der Äs noch eine Gleichung zu fehlen. Diese 
noch fehlende Gleichung wird durch den Umstand geliefert, dass die 
Reihe (6.) für das Geschwindigkeitspotential <t> convergent sein soll. 
Denn hieraus folgt, dass A n mit wachsendem n gegen convergiren 
mus8, oder kürzer ausgedrückt, dass 

(13.) 4,-0 

ist. Diese Gleichung (13.) zu den Gleichungen (12.) hinzugefugt, werden 
wir jetzt die Äs in der That zu berechnen im Stande sein. 
Setzt man zur augenblicklichen Abkürzung: 

(14.) Ö»= 3 1-« B und , An — A n — An-l , 
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so lauten die Gleichungen (12.) folgendermassen: 

+ 1 &A, = 2aG(0 - q*)q, 

- 1 <?*&*! + 2&A, = 2a6?(l - 2q*)q*, 

- 2q*Q s A i + 3<? 7 A S = 2aG(2 - 3q*)q*, 

- WQsAs + 4<&A = 2aG(3 — 4q*)q\ 
etc. etc. etc. 



(15.) 



<r*Q, 

etc. 



Hieraus folgt durch Multiplication mit den beigesetzten Factor en: 

+ lq°Q 1 Q s A 1 = 2aGq(0 - f)Q t — Ä 



0> 



-2q-*Q i Q ! ,* i + 3q-'Q ! ,Q 1 & s = 2aGq(2-3q*)Q i = R i , 
- 3g^<2 5 <? 7 A 3 + 43-«^<? 9 A 4 - 2aGq(3 - 4g»)& = R it 

etc. etc. etc. 

wo die R 09 R lf JB 2 , JSg, ... als Abbreviaturen dienen sollen für die 
rechten Seiten dieser Gleichungen. — Aus diesen Gleichujigen ergiebt 
sich nun durch successives Addiren: 

3q~ i Q & Q 7 & s = R + R 1 + R 2 , 

Iq-'QiQ^i = -Bo + -Bx + R* + R», 

etc. etc. etc. 



(17.) 



wo noch für die B ihre eigentlichen Bedeutungen, d. i. die rechten 
Seiten der Formeln (16.) zu substituiren sind. Mit Rücksicht auf (14.) 
sind also diese Bedeutungen der 12 folgende: 

R = 2aGq(0 — g 3 ) (1 - ff) = 2aGq (0 — g 2 - + g 8 ), 

R, = 2aGq(l — 2g 2 ) (1 - g 3 ) = 2aGq{\ - 2g 2 — g* + 2g 6 ), 

J2j = 2aGq(2 - 3g 2 ) (1 — q b ) = 2aGg(2 - 3g* — 2g 6 + 3g 7 ), 

1*3 = 2a6?g(3 — 4g 2 ) (1 — g 7 ) = 2a6?g(3 — 4g 2 — 3g 7 + 4g 9 ), 

etc. etc. etc. 

woraus durch successive Addition sich ergiebt: 

R = 2aGq(0- q>+ q>), 

R + R 1 = 2aGq(l — 3g* + 2g 6 ), 

R + R l + R s = 2aGq(3- 6g 8 + 3g 7 ), 

7* + 1^ + i? 2 + ii, = 2«Gg(6 - 10g» + 4g 9 ), 

etc. etc. etc. 
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Substituirt man also diese 22's in (17.), und substituirt man daselbst 
gleichzeitig auch für die ^s und As ihre Werthe aus (14.), so er- 
hält man: 



A-A 



2aG 



4(o - g' + a 5 ) 



(18.) 



(19.) 



1(1 _ 3 ) (i _9»)» 

A.-A -2aG -*- , - ( ^ *«ü 2 « 5) 
As A — ^«» 2(1 - 3») (1 - q-) ' 

A.-A— 9aG qi &~ 6 *' + 3q,) 

etc. etc. etc. 
oder, falls man in Partialbrüche zerlegt: 

J.-A- « (r 2 4 - r ^) . 

etc. etc. etc. 

Und hiezu tritt noch die Formel (13.): 
(20.) A, = 0. 

Addirt man jetzt alle Gleichungen (19.) ins Unendliche hin, so wird 
die Summe der linken Seiten = A^ — -4 , also, nach (20.), = — A . 
Und man erhält also: 

Nachdem in solcher Weise A^ gefunden ist, ergeben sich jetzt A l} A i9 
ji^ . . . der Reihe nach aus den Gleichungen (19.). Man erhält: 

A=«G(+r^3+ r-? 4 - dV'+ i-7+ Ä» + -)» 



(21.) .4,= 



A = otr ^ i_ 2 «"rLi-9*" t " I-a'"'" r-a 9-r 



•*•- 



^ä n + '"J/' 



etc. etc. etc. 
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woraus, beiläufig bemerkt, folgt: 

(22.) A + A x + A, + A, + A 4 + 0. 

Uebrigens kann man offenbar sämmtliche Formeln (21.) ersetzen durch 
die eine Formel: 

(23.) A. = aö (- -^ + [-£ ? - +¥ + -«-^ + -£_,- +....J) 
Da nun g = e~ * ein positiver achter Bruch, mithin 



, » = «" + 2* p + <?* + tf p -\ 2z» 

1 — 2 /==! 



ist, so kann man die Formel (23.) aucb so schreiben: 

(2f4.) A H = aG J Jj?(— 11^«+^ + |y *»+«*+ g(*»+W-f j(8»+7)/ _j .~Vj 9 

oder auch so: 

(25.) A. = aG 2 (- V" 4 - 1 » + ±—f} 

Es bleibt noch übrig die Werthe der A und 2? in dem Ausdruck 
des Geschwindigkeitspotentials <t> 



* = V* 2 ( A » eN * + B**-»*) Pn(ft), [vgl. (6.) p. 118] 



zu substituiren. Substituirt man zuvörderst die Werthe der B: 

B n = A n + C, [vgl. (11.) p. 123], 
so erhält man: 

<t> - CVJ,'2?e-™P n (p) + Vt'jZAn (?"* + e~»») PJfr), 
wo die erste Summe = — -= ist [vgl. (35.a,b) p. 110]. Somit ergiebt sich: 

n— . ao 

(26.) — C + Yf^ -*.(«** + tr") P»(ji), wo p «= cos o». 

Dies ofao isf der Werth des Geschwindigkeitspotentials <t> im variablen 
Puncte (x, y, 0) oder (#, o, 9, #). Dofet Aa&ew die A die in (21.), 
resp. (23.), (25.) angegebenen constanten Werthe, während C eine willkühr- 
liche Constante vorstellt. Dabei ist das Wort „constant" stets in dem 
Sinne zu verstehen, der p. 118 exponirt wurde. 

Unsere nächste Aufgabe besteht nun in der Berechnung der leben- 
digen Kraft T der Flüssigkeit. Zu diesem Zwecke ist der Werth von 
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<t> (26.) in die Formel: 

(27.) T = — ^ ff 4> cos (R, x) dt, [vgl. ( 14.) p. 1 16] , 

einzusetzen, und sodann die Integration auszuführen. Um diese Inte- 
gration zu erleichtern, ist es zweckmässig, den Ausdruck <t> (26.) zu- 
vörderst einer gewissen Transformation zu unterwerfen. 

§ 10. 
Transformation des Gesehwindigkeitspotentials. 

Führt man in (25.) statt n die Zahl N = n + £ ein, so erhält man: 
(O Ä n = aG J? (-(N-t)?* + ^fl**)- 

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen kann auch so geschrieben 
werden: 

- N ** + TlÜo**' 

oder, falls man für q seine eigentliche Bedeutung q = e~~* substituirt, 
auch so: 

114- e— 2J * 

oder falls man zur Abkürzung 2jr = ß setzt, auch so : 
oder (was dasselbe) auch so: 



9<-" ■ dlogVS + e-fi-2 

dß " r " e dp > 

oder endlich auch so: 

Somit ergiebt sich also aus (a^): 



(M An-2 7rT=r= Tg > wo ^ ~ 2 ' T 18t 

An Stelle von ß kann man, falls es beliebt, auch die entgegengesetzte 
Grösse y ~ — ß einführen. Man erhält alsdann: 
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Substituirt man aber diese Werthe von A n in die Formel (26): 

und zwar der Art, dass man daselbst für das erste An den Werth (b^) 
für das zweite den Werth (c .) eintreten lässt, so erhält man eine Reihe: 

(28.) ♦_ C+ (* t + *, + * 8 + ••-. + *, + ••■ ■)» 

deren allgemeines Glied <fy lautet: 

mithin auch so geschrieben werden kann: 



n=ao 



(29.) <D, - 2 



nc=0 



(30.) 0, = 






wobei stets im Auge zu behalten ist, dass = 2,/r und y = — 2jx sein 
soll. Durch die eigenthümlidie Form des Ausdruckes (30.) wird man 
sofort zu gewissen geometrischen Betrachtungen hingedrängt; denn 
man siebt sofort, dass die daselbst auftretenden Summen (von n = 
bis oo erstreckt) nichts Anderes sind als die Werthe der reeiprocen 
Entfernungen irgend welcher Punktpaare. 

Um näher hierauf einzugehen, bemerken wir zuvörderst, dass der 
variable Punct (#, ©, g>) innerhalb des von der Flüssigkeit occupirten 
schaalenförmigen Raumes SR liegen soll, und dass dieser Raum 8t be- 
grenzt ist von zwei ineinandergeschachtelten Kugelflächen (tr) und (r ). 
Demgemäss muss die Coordinate # jenes variablen Punctes (<&, m, q>) 
einen Werth haben, der seiner Grösse nach stets zwischen x und x bleibt. 
Nun ist die Fläche (r) eine wirkliche Kugel, deren Parameter x positiv 
ist. Die Fläche (r ) hingegen ist identisch mit der y# Ebene, mithin 
ihr Parameter r gleich Null. Und es muss daher die Coordinate # 
jenes im Räume 91 variirenden Punctes (<&, <d, q>) einen Werth besitzen, 
der stets zwischen dem positiven x und dem verschwindenden x bleibt. 
Also die Formel: 

(a.) r > # > r — 0. 
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Hieraus aber folgt sofort a fortiori, dass auch folgende Formeln statt- 
finden: 

rh> 2r>#> — 2r, 

W 4t>fr> — 4tr, 

etc. etc. 

Demgemäss erhalten wir allgemein: 

(c) 2jtr > fr > — 2jtr, 

wo j = 1, 2, 3 ; . . . sein soll, oder was dasselbe ist: 

(<1.) > fr > y. 

Markirt man also auf der xAxe zwei Puncte 

(fy, G>?7 <Pfl> fy) und (^y, »y; 9>y, *y)> 
deren o- und #Coordinaten die Werthe haben sollen: 



(e.) 



ß)y =0, 

fry = y, d.i. = — 2jr, 



Ify = ß, d. i. = 2jr, 

und bezeichnet man diese beiden Puncte kurzweg mit ß und y, ferner 
ihre reciprocen Abstände von dem variablen Punct (fr, o, % #) respec- 
tive mit Tp und T Y , so ergiebt sich mit Rücksicht auf (d.): 

^=^+^-2, und T,-££*- Je^P-M, [vgL(lß . )p . 104 

(f.) un( ^ 

V^ V«: "S* (37. a, b.) p. 1 10] 

i, Y = c r + e-r _ 2, und T y = V -^p- 2 <**-* P„ (fO , 



n— 



wo wiederum ft =. cos o sein soll. Mittelst dieser Formeln (f.) aber 
gewinnt der Ausdruck (30.) folgende Gestalt: 

Nachträglich wird es nun gut sein unsere provisorischen Bezeich- 
nungen durch etwas genauere zu ersetzen. Wir wollen nämlich fortan 
die Puncte ß und y respective mit 2j und 2j -f- 1 bezeichnen, und 
die Coordinaten derselben mit den entsprechenden Indices versehen, 
desgleichen auch die T's. Die Formel (31.) geht alsdann über in: 

(32.) , _!•££*_ -»-.L^JJh-!. 

Dies aber in (28.) substituirt, erhält man für das Geschmndigkeits- 
potentiell selber den Werth: 

Neaminn, Hydrodynamische Untersuchungen. 9 



(34.) 
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und diese Formel repräsentirt die auszuführende Transformation. Die 
hier auftretenden Puncte 2, 3, 4, 5 etc. liegen sämmtlich auf der 
xAxe, und haben nach (e.) die Coordinaten: 

&2j = 2jr, \&2j+i = ~ 2jr, 

oder ausführlicher geschrieben, die Coordinaten: 

(35.) © 2 = cj 3 = cj 4 = a> 5 = a> ti = a> 7 = = Null, 

# ä — 2r, # 3 = — 2r, 

(36.) # 4 = 4tr, * 5 = — 4tr, 

# 6 = 6r, # 7 = — 6r, 

etc. etc. etc. etc. 

Für unsere weiteren Betrachtungen wird es nun nothwendig sein, 
uns auf Grund der vorstehenden Formeln (35.), (36.) über die Lage 
all dieser auf der xAxe befindlictien Puncte 2, 3, 4, 5, 6, . . . eine deut- 
liche Vorstellung zu verschaffen. Ist die oCoordinate irgend eines 
auf der xAxe liegenden Punctes = 0, so folgt daraus sofort, dass der 
Punct ausserhalb der Strecke AÄ sich befindet, [vgl. die Definiton 
von <q in Formel (8.) p. 100]. Somit folgt aus den vorstehenden 
Gleichungen (35.), dass all jene auf der xAxe befindlichen Puncte 2, 
3, 4, 5, . . . ausserhalb der Strecke AÄ y also theils öberJuüb A, theils 
tinterhcdb Ä gelegen sein müssen. 

Ferner stehen die geraden Puncte: 2, 4, 6, . . . in einfacher Be- 
ziehung zu den ungeraden: 3, 5, 7, . . . Sind nämlich irgend zwei 
Kugelflächen des dipolaren Systems gegeben mit den Parametern # 
und — &, so sind beide Flächen von gleicher Grösse und gegenseitige 
Spiegelbilder in Bezug auf die yzEbene (vgl. p. 100). Gleiches wird 
daher auch gelten von je zwei Puncten (#, o, g>) und ( — #, o, tp\ 
d. i. von je zwei Puncten, deren # Coordinaten entgegengesetzte, deren 
cd- und ejp Coordinaten hingegen gleiche Werthe haben. Somit folgt 
aus den vorstehenden Formeln (35.), (36.), dass 2 und 3, ebenso 4 
und 5, ebenso 6 und 7 u. s. w. gegenseitige Spiegelbilder sind in Bez**g 
auf die yzEbene. 

Wir wissen nun ferner, dass die Centra sämmtlicher Kugelflach «ft 
des dipolaren Systems auf der xAxe und ausserhalb der Strecke A- -^ 
liegen (vgl. p. 97, 98), dass mithin die © Coordinaten all dieser Gen**** 
= sind. Und überdiess wissen wir, dass für jede solche KujS^*" 
fläche die &Coordinate des Centrums doppelt so gross ist als der P^^ r " a ' 
meter der Fläche (vgl. d. Bemerkung p. 101). Demgemäss wird &*** s0 
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X 



(2 t)-c 



(-•>T^' 



(-2t). 



2i 



z. B. das Centrum c der gegebenen Kugelfläche (r) die Coordinaten 

haben: 

<o e = 0, fr c = 2r.*) 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf (35.), (36.), dass dieses Centrum 

c identisch ist mit dem dortigen Puncte 2. 

Lässt man nun einen variablen Punct längs der xAxe, vom Cen- 
trum c aus, sich allmählich herabsenken bis zum Pole A, so wird dabei 

seine #Coordinate beständig abnehmen , mithin seine -frCoordinate be- 
ständig wachsen (vgl. p. 103). Demgemäss wird also seine #Coordinate 

bei der genannten Bewegung vom Werthe 2r aus 

fortwährend wachsen bis zum Werth oo, während 

gleichzeitig seine (oCoordinate = bleibt 7 (denn die 

ganze Bewegung findet statt ausserhalb der Strecke 

AÄ). Hieraus aber erkennen wir mit Rücksicht 

auf die Formeln (35.), (36.) sofort, dass jener von 

c nach A sich herabsenkende Punct während dieser 

Bewegung der Reihe nach die festen Puncte 2, 4, 

6, 8, 10,... passiren wird; und gelangen somit (ao)-J. 

zu dem Satz, dass all diese Puncte 2, 4, 6, 8, . . . 

auf der xAxe zwischen c und A gelegen sind; • 

woraus beiläufig auch folgt, dass all diese Puncte 2, 4,~ 

6, 8, . . . innerhalb der Kugelfläche (r) sich befinden. 

Denn sowohl c, wie auch A sind im Innern dieser 

Fläche (vgl. p. 97, 98). 

Die ungeraden Puncte 3, 5, 7, 9, . . . sind, wie 

schon bemerkt wurde, die Spiegelbilder von 2, 4, 

6, 8, in Bezug auf die yz Ebene. Folglich liegen 

all diese ungeraden Puncte 3, 5, 7, 9, . . . zwischen 
*/ und Ä } falls man nämlich unter c das Spiegel- 
bild von c versteht. 

Reoapitulation. — SämmtUche Puncte 2j, d. i. 2, 4, 6, 8, . . . liegen 
innerhalb der gegebenen Kugel fläcJie (t), und zwar zwisclien c und A. 
Und andererseits liegen sämmtliche Puncte 2j + 1 » d. i. 3 , 6, 7, 9, . . . 
ausserhalb jener Kugelfläche, nämlich unterhalb der yzEbene, und 
zwar zwischen c und Ä ; wie solcltes auch angedeutet ist in der vor- 
stehenden Figur. 

Zusatz. — Die festen Puncte 2, 3, 4, 6, 6, 7, liegen mithin 

alle im Endlichen. Die in der Formel (33.) vorkommenden Grössen 

Demgemäss ist in der vorstehenden Figur dem Centrum c diese seine #Coor- 
: 2r in Parenthese beigefügt; ebenso wie daselbst auch den Polen A und 
e & Coordinaten, nämlich oo und — oo in Parenthese zugefügt Bind. 

9* 



yz 



2J+1 
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T 2 , T. v T 4 , T. , . . . . sind aber die reciprocen Entfernungen dieser festen 
Puncte von dem variablen Punct (#, o», 9) oder (x, y, z). Somit folgt 

aus jener Formel, dasa <t>, ~— , -=-- , ~— zu Null werden, sobald man 

' ox 1 dy dz 

den genannten variablen Punct {x, y, z) sich im Innern der Flüssigkeit 

nach irgend welcher Richtung hin ins Unendliche entfernen laut. Oder 

mit andern Worten: Es ergiebt sich, dass die Geschwindigkeitscomponenten 

O (j O c O 

ü sä ^ — r = ; T - , w = - an den unendlich fernen Stellen der Flfiesig- 

ex cy dz ^ 

keit, beständig Null bleiben, dass also die Flüssigkeit selber, bei der hier 
betrachteten Bewegung, an ihren unendlich fernen Stellen beständig in 
liuhc bleibt. Und demgemäss wird also in der hier behandelten hydro- 
dynamischen Aufgabe keine Aenderung eintreten, wenn wir uns die 
Flüssigkeit im Unendlichen von irgend einer festen Fläche begrenzt vor- 
stellen, z. B. von einer um den Anfangspunct des Coordinatensystems 
(x, y, z) beschriebenen Kugelfläche. Alsdann würde also der von der 
Flüssigkeit oecupirte Baum 9t innerlich begrenzt sein von der in Be- 
wegung begriffenen Kugel, und äusserlich theils von der festen yz Ebene, 
theils von einer ebenfalls festen Halbkugel fläche , deren Radius unendlich 
gross ist. 

Bemerkung. — Bedient man sich der von mir in meinem Werk (von 
1862, über die nichtconcentrischen Kugelflächen) gebrauchten Ausdrucks- 
weise, und betrachtet man gleichzeitig die yz Ebene als eine unendlich 
grosse Kugelfläche, so kann man, zufolge der Formeln (36.), (36.) den 
Punct 3 denjenigen nennen, welcher zum Punct 2 oder c in Bezug auf 
die yz Ebene conjugirt ist. Und desgleichen kann man alsdann weiter 
den Punct 4 als denjenigen bezeichnen, welcher zu 3 conjugiit ist in 
Bezug auf die gegebene Kugelfläche (r.) Sodann wird man ferner den 
Punct 5 als conjugirt zu 4 in Bezug auf die yz Ebene, und 6 als conjugirt 
zu 6 in Bezug anf die Kugelfläche {%) zu bezeichnen haben. U.s.w.U.s.w. 
Der Begriff der conjugirten Puncte ist aber identisch mit dem Begriff 
der Thomson* sehen Spiegelbilder (electrical images). Und man würde daher 
nach Thomson die Puncte 3, 5, 6, 7, 8, 9, .... als diejenigen charak- 
terisiren können, welche aus dem Puncte c oder 2 sich ergeben durch 
alternirende Spiegelung an der 7/2 Ebene und an der Kugelfläche (r). 



§ 11. 

Berechnung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 

Substituirt man den Werth (33.): 

(37.) <D = C+ 2a?G { - 1 , ^ - -L ^ + -L ^ - + . . • A 

in die Formel der lebendigen Kraft (27.): 

(38.) T — - '-ff* cos (R, x) dt, 
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so erhält man sofort: 
(39.) T = - ga'G* (-1, |£ - - L §£ + -/.. . f^ -+••••) , 

wo die U'a die Bedeutungen haben: 

IT V -JJ* 1 ,, cos (li,x)d<t, 

Uv+i = jy ^«/+i c ° s {^ x ) d6 7 

wo die Integrationen sich hinerstrecken über alle Oberflächenelemente 
da der gegebenen Kugel (r). Dabei bezeichnet R den nach einem 
solchen Element da laufenden Kugel-Radius, und (R, x) den Winkel, 
den dieser Radius mit der positiven x-Axe macht. Ausserdem bezeichnen 
T%j und Ttj+i in den Formeln (40.) die reciprocen Abstände des 
variablen Elementes da von den im vorhergehenden §. näher besprochnen 

festen Puncten 2j und 2j + 1- 

» 

Um die Integrale (40.) zu berechnen, mag zuvörderst das allgemeinere 
Integral betrachtet werden 

(«.) U p = ff T p cos (R } x) da, 

wo p einen ganz beliebig gegebenen festen I*unct, mithin T den red" 

procen Abstand dieses Punctes p vom Elemente da vorstellen soll. Man 
gelangt alsdann zu folgendem Besultat. 

(£•) Up=* -£- r p COS (r p , x) } falls p innerhalb der Kugel fläche liegt. 
(y) U p = — - {--] r P COS (r Pf x), falls p ausserhalb derselben liegt. 

Dabei bezeichnet r die vom Kugelcentrum nach p laufende Link, und 
(r . x) den Neigungswinkel dieser Linie gegen die positive xAxe. 
Beweis. Setzt man zur Abkürzung: 

w = (B, x), w p = (r P} x) } y = (R, r p ), 
und überdies u = cos tc und u = cosu? , so ist bekanntlich: 



r n 



T p = ^ — — _ - P n (cos y), falls p innerhalb der Kugelfläcbc liegt. 

Ist nun tp das Azimuth des Elementes da, so wird der = JH i dud(p 1 so 
dass also das Integral (ct.) die Gestalt erhält: 

U p = ff T p cos (R, x) R*dtid<p = R 2 ff T p P, (p) dpdy; 

denn es ist nach unseren Bezeichnungen cos (J?, x) = cos w « ^, mithin 
auch =» 2'j f^). Durch Substitution des Werthes von T folgt daher: 

U p ~ ]i s ff(l£ ~{fr K (cos y)J 1\ (p) rf^rfy. 
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Und hieraus ergiebt sich mittelst der bekannten Integraleigenschaften 
der Kugelfunctionen: 

oder weil P t (fi ) = (i _ = cos w = cos (r, x) ist: 

U p = — 5 — ( -yS ) cos (r P} x) } stets vorausgesetzt, dass p innerhalb d. Kugel 
Desgleichen wird man offenbar erhalten: 

A.it 7?* / 7?\ 

U p = — r — ( -g ) cos(r p ,#) falls p ausserhalb der Kugel liegt. 

Dies aber sind die Formeln (ß.) und (y.). — §. e. ä\ 
Für die vorgelegten Integrale (40.) ergeben sich nun mittelst 
dieses Hülfssatzes («.), (ß.) y (y.) und mit Rücksicht auf die Recapi- 
tulation p. 131 die Werthe: 

rr 4tlt 4tJC 
üij = — r V C08 7t= r th 

U W = T {rrr:) r ** 1 cos * = - — ^— , 

wo r*, imd ity+i Abstände der Puncte 2j und 2j + 1 vom Centrum 
der gegebenen Kugelfläche vorstellen. Aus (41.) folgt sofort: 

l dUy iü^_ 1 ^!v 

(42.) *^ *** 8 V^> ** v ' 



1 _3 ^+1 = , 8w 1_ / R y 8, Vh 



Bezeichnet man nun die x Coordinaten der Puncte c, 2j, 2j -f- 1 (Figur p. 1 3 1 ), 
resp. mit x C} x%j 7 aty-fi , so ist r^ = x c — Xy und ity+i = # c — ar$H-i. 
Demgemäss ergiebt sich mit Rücksicht auf p« 103: 

d r 2j_ d x *j _ 2a^ 

d&y dfr 2j tjf 2 j ' 



2# 2;+l ^^2>+l ^2/H-l 

Somit gehen die Formeln (42.) über in: 



1 Ö U 2j _ __ 8wa / 1 \3 



^- 3 (yij' 



Da die # Coordinaten der Puncte 2j und 2j-\- 1 nach (34.) die Werthe 
haben: 2jr und — 2jr, so ergiebt sich: 

* v = «v+i = (*" - er*)*, [vgl. («.) p. 103.] 
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Nimmt man aber hiervon die positive Quadratwurzel, und beachtet 
dabei, dass j und r beide positiv sind, so ergiebt sichr 

mithin: 

(a ° (vW = (?w = (t^O • 

Bringt man ferner die allgemeine Formel (f.) p. 103: 



E= + 2a 



— (e 9 > — l)(e** — 1) 
auf die Entfernungen It und r 2;+ i in Anwendung, so folgt*): 



^ ~ J " («*_ 1) (t - t-«*) ~ («*- 1) (1 - r*) ' 

und hieraus durch Division und Erhebung zur .dritten Potenz 



Vv+i) \ l-e-*W ) 



Hieraus aber, und aus (a.) ergiebt sich sofort: 

/ l_ R \» / e ~ (/+i)g \» 

Substituirt man jetzt die Werthe (a.), (c.) in (43.) so erhält man 
1^ dü 2j _ $na / e~ Jr \» 8*q / ^ V 

(44 ) 

wo g = c~ r ist, ebenso wie früher [vgl. z. B. (2.) p. 117]. Substi- 
tuirt man jetzt endlich die Werthe (44.) in den Ausdruck der leben- 
digen Kraft T (39.) so erhält man: 



(45.) T=* Q a*G*^ 






*) Es ist nämlich r % . , x die Entfernung des Punctes 2,; + 1 vom Centram c. 

Andererseits kann R angesehen werden als die Entfernung zwischen c und zwischen 
einem oberhalb c auf der xAne liegenden Puncte, dessen JrCoordinate =- t ist 
Uebrigens kann man die erste der Formeln (b.) auf einfachere Art herleiten. Vgl. 
den Nachtrag am Schluss dieses §. 
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wo die Glieder der ersten Zeile von den Puncten 2j, die der zweiten 
von den Puncten 2j -f- 1 herrühren. Diese Formel (45.) reducirt sich 
sofort auf: 

(40.) *.?w j( r x,)Va[( r 4)' + ( r 4)V( I 4)' + -] j- 

oder (was dasselbe) auf: 

(47.) T-?(ßara> {( r i ? ) S + 3^(^)1 

Nun hat der Kugelradius B nach (b.) p. 135 den Werth: 

(f.) B = ^ = « gg a . woraus folgt: 2a = B ~~~ q * 

Substituirt man diesen Werth von 2a in (47.), so erhält man: 

(48.) T= ^ JPG- {l + 3 (1 - S */5(_^ T ,) S }. 

Verschiedene Darstellungen der lebendigen Kraft. — Bezeichnet 

man in (48.) den Ausdruck in den geschweiften Klammern mit F f 

dt 
und beachtet man, dass das G nur Abbreviatur ist für ^-- [vgl. (6.) p. 1 15], 

so erhält man: 

(49.) , r_«j H '(g) , f 

wo F den Werth hat: 

(50.) JF-= 1 + 3 (1 - 3 *)^(-_^ s . 

Demgemäss kann dieses F auch so dargestellt werden: 

(51.) F=l+3(l-2») :, 3' <Z s -'(l+32*>+*+ 6r/V+*+ 10 j«>+«+ 15 2 8 >+«+...), 

oder, mehr symmetrisch geschrieben, auch so: 

(52.)F=l+3(^?y ^^yV+s+'^^^+^i^+T+Yä^H-....), 

oder, was dasselbe, auch so: 

(53.) J^=l + 3(^-) 3 ^JC^— ^ +1),>+M )' 
oder falls man jetzt die Summation j ausführt, auch so: 

(M .) ..,+3(^1^«:). 
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Man kann schliesslich die Function F entwickeln nach Potenzen von q, 
und erhält alsdann eine Reihe: 

(A.) JF=l + 3g 3 — 9^ + 3^+ 18g 7 -9g 8 — 27</ 9 + , 

deren Coefficienten kein besonders einfaches Gesetz darbieten. Hieraus 
folgt z. B.: 

(B.) ^| = V _45 3 *+18 2 5 +--- 

mithin: 

(C) r ^ Jf = V - 36 3 6 + 18a 7 + 

Bemerkung. Mittelst der Formel (50.) ergiebt sich leicht, dass 

/Z TP 

sowohl F y wie auch -r- stets positiv sind, falls man nur beachtet, dass 

q ein positiver ächter Bruch ist. Man kann nämlich jene Formel (50.) 
auch so schreiben: 

(«.) F= 1 + 3 ( 9 \ + 9>| + 9» + • • • + <p* + • • • •), 

wo alsdann % die Bedeutung hat: 

Dieses tpj lässt sich offenbar auch so schreiben: 

£ 

Vi — 1 + 2 . + 3 < + 3 « + ... +a »T 

und hieraus folgt: 

^ = <r j + 2*-' + fl*-' + • • • + ^" 4 + 2^ 2 + 9* 

9/ 

oder etwas anders geordnet: 

j- = (tf + <r' ) + (<r 2 + 2*-') + Gr- 4 + </-') + , 

wo das fetefe Glied = (j 2 -f- g^ 2 + 1) °d er = O? 1 + T~ x ) ^ jenachdem 
j gerade oder ungerade. Hieraus folgt durch Differentiation nach q: 

wo das A = 2 oder «= 1 ist, jenachdem j gerade oder ungerade. 

Da nun q ein positiver ächter Bruch ist, so ergiebt sich aus 

(/?•), (y.), dass q>j und -r-* sfefc positiv sind. Hieraus aber folgt mit 

Rücksicht auf («.), dass Gleiches auch gilt von F und -j- • — Q.e. d. 
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Nachtrag. — Ein Blick auf die frühere Figur p. 97 zeigt, dass da- 
selbst (ca) mittlere Proportionale ist zwischen (cA) and (cA')i 






(f.) (ca) - V(cA) {cÄ). 

Dieses (ca) repräsentirt aber, wie jene Figur zeigt, den Badius R 
derjenigen Kugel fläche des dipolaren Systems, deren Centrum in c liegt; 
während andererseits die rechte Seite der Formel (f.) bezeichnet werden 
kann als das geometrische Mittel £ der beiden Polabstände des Panctes c. 
Die Formel (f.) nimmt daher die Gestalt an R = {, d. i. 

(g.) B 2 = | 2 = 4a 2 r-S [vgl- (26.) p. 105.] 

Hieraus aber folgt, wenn man für die t^Coordinate des Centrums c ihren 

analytischen Ausdruck substituirt: 

(h.) R* = 4a 2 e* (e & — 1)~ 2 , [vgl. («.), p. 103), 

wo das # die dCoordinate des Centrums c vorstellt. Diese &Coordinate 
ist bekanntlich aber doppelt so gross als der Parameter der in Bede 
stehenden Kugelfläche [vgl. die Bemerkung p. 101]. Bezeichnet man also 
diesen Parameter mit r, so ergiebt sich: 

(i.) ü 2 = 4aV*(e 2 *- l)- 2 . 

Und hieraus folgt: 

2ae x (e 2t — l)- 1 , falls t positiv, 

2ae t (1 — e 2 *)- 1 , falls t negativ ist. 

Also der Satz: Denkt man sich irgend eine Kugelfläche des dipolaren 
Systems vom Parameter t gegeben, so wird der Radius R dieser Fläche 
den in (k.) genannten Werth besitzen. Und hiemit steht in Einklang der 
vorhin (b.) p. 135 für R gegebene Ausdruck. 

§ 12. 

Die Resultante der von der Flüssigkeit auf die Kugel 

ausgeübten Druckkräfte. 

Die Oberfläche der betrachteten Kugel hat den Parameter # = r. 
Folglich ist die #Coordinate ihres Mittelpuncts = 2% (Satz p. 101). 
Demgemäss ergiebt sich für die #Coordinate dieses Mittelpunctes der 
Werth: 

(55.) s = a £-±f = a \~S ' [V « L (W P' 103] ' 

e — l x *i 

Andererseits hat der Radius R der Kugel den Werth: 

(56.) *-■*"?> [vgl- (f.) P- 136]. 

Aus (55.), (56.) folgt durch Division: 
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und hieraus durch Differentiation nach der Zeit: 

_L d % _ _ * — 9 1 d< l 
~Rdt~ 2g* dt } 

oder was dasselbe ist: 



(58.) 



dq 2g* 1 dj: 

dt ~~ 1^2* K dt' 

Nun hat auch (49.) die lebendige Kraß T der Flüssigkeit den Werth : 






ffl- 



wo F nur von q abhängt, während q (die Dichtigkeit der Flüssigkeit) 
und 11 (der Kugelradius) Constanten sind. Durch Differentiation nach 
der Zeit erhält man also: 



dT 
dt 



nQ 7?3 (dY dq (di\* in-pät d*j:\ 
3 n \dq dt \dt) "*" ^* dt dt*)> 

oder, falls man für ~ den Ausdruck (58.) substituirt: 

*L = !• W /- l 2q * dF W -L9V d * d%l \ 

dt » V R \—~q* dq\dt) "r'^dtdt*)' 

Substituirt man aber diesen Werth in die früher gefundene Formel: 

(59.) X' - - X> - (g) _ ' ^ , [vgl. (7.) p. 1 15], 

so erhält man: 

(60.) »__„ + •!•» -i. £ (£)' - !|S W g , 

wo g den Werth hat: 

(Ol.) 2 = fc K ^ 

Dieser Werth nämlich ergiebt sich sofort aus der Gleichung (57.), 
falls man nur beachtet, dass q ein positiver äditer lirucli ist. Wir 
haben somit folgenden Satz: 

Die incompressible Flüssigkeit befinde sicJi auf derjenigen Seite der 
yzEbene, auf welcher die positive xAxe liegt, und sei äusserlicli begrenzt 
theils von der festen yz Ebene selber ttieils von eitler ebenfalls festen 
Halbkugel fläche, die um den Anfangspunkt des Coordinatensystenis mit 
unendlicli grossem Radius beschrieben ist (vgl. den Zusatz p. 131). Im 
Innern der Flüssigkeit befinde sich eine Kugel, deren Mittelpunct auf der 
xAxe liegte und längs dieser Axe frei beweglich ist. 

Auf dieses aus Kugel utul Flüssigkeit bestellende materielle System 
tnögen von Aussen her gegebene Kräfte einwirken. Und zwar mag die 
Summe der xComponenten der die Kugel sollicitirenden äussern Kräfte 
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mit X, andererseits das Potential der die Flüssigkeit soUicitirendcn 
äussern Kräfte mit V= V(x,y,z) bezeichnet sein. Ueberdiess sei der 
Anfangszustand der Kugel und Ebenso der' der Flüssigkeit in beliebiger 
Weise gegeben, jedoch letzterer als ein wirbelfreier. 

Alsdann ergiebt sich für die Bewegung der Kugel die Differential- 
gleichung : 

(62.) Jtfg = X+X*, 

tvo M die Masse der Kugel, j die x-Coordinate iJires Mittelpunctes, und 
X p die x-Componcnte derjenigen Wirkungen vorstellt, welche auf die Kugel 
ausgeübt werden durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit. 

Bezeiclmet man nun den Radius der Kugel mit B, die DicJttigkeit 
der Flüssigkeit mit q, setzt man ferner 



f 



(63.) q = jß 

und versteht man endlich unter F oder F(q) die auf p. 136 besprochene 
Function, so hat die in Bede stehende Componente X p den Werth: 



d'z 



(«.) » — » + •?» r fl ? £ (£) - !|« *w„ 

Dabei repräsentirt X* die dem Princip des Archimedes entsprechende Kraft, 
nämlich die x-Componente derjenigen Wirhing, welche die dem Potential 
V entsprechenden äusseren Kräfte auf die Kugel ausüben würden, falls 
die Materie der Kugel identisch wäre mit der der gegebenen Flüssigkeit. 
Die Componente X p besteht also im Ganzen aus drei Theilen. 
Der erste Theil ist = — X J , der zweite proportional mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit der Kugel, und der dritte proportional mit der 
Beschleunigung der Kugel. 

Da q ein positiver ächter Bruch ist, ferner F und -j- stets po- 
sitiv sind (Bemerkung p. 137), so ergiebt sich aus (64.) sofort, dass 
der zweite Theil der Kraft X p ebenfalls stets positiv, also von solcher 
Art ist, als fände ztvisclien der Kugel und der festen Wand (der y*-Ebene) 
eine gegenseitige Abstossung statt. Andrerseits ergiebt sich aus (64.), 

dass der dritte Theil von X p . negativ oder positiv ist, je nachdem die 

d*r 
Beschleunigung -v£ einen positiven oder negativen Werth hat, cUmss mit- 
hin dieser dritte Theil von X** als eine Kraft zu bezeichnen ist, welche 
der augenblicklichen Beschleunigung der Kugel jederzeit entgegen arbeitet 
Der ächte Bruch q (63.) hat eine einfache geometrische Bedeutung. 
Bezeichnet man nämlich den Anfangspunct des Coordinatensystenis 
mit o, den Mittelpunct der Kugel mit c, und legt man von o aus eine 



Der auf die Kugel ausgeübte Druck. 141 

Tangente op an die Kugel (p der Berührungspunkt), so ist offenbar 
(ocp) ein bei p rechtwinkliges Dreieck. Bezeichnet man die Seiten 
dieses Dreiecks mit (oc) } (op) und (cp) } so kann man die Formel (63.) 

auch so schreiben: 

(oc) — (op) 

Aus dem genannten Dreieck (opc) ergiebt sich aber sofort: (op) = (oc) cos x 
und (cp) = (oc) sin x, wo x den Innenwinkel des Dreiecks bei o vor- 
stellt Somit folgt: 

(oc) — (oc) C08 X 1 — COS X 

^ (oc) sin x sinx * 

oder kürzer: 

(65.) # tf = tang~. 

Der hier eingeführte Winkel x kann etwa bezeichnet werden als der 
sphärisclie Radius des von o aus an die Kugel gelegten Tangentcnkegels. 
Dieser Winkel x variirt offenbar zwischen 0° und 90°, mithin q selber, 
nach (65.), zwischen und 1. Es wird nämlich x = 0°, und q eben- 
falls = 0, sobald die Kugel längs der gegebenen x-Axe ins Unend- 
liche aufsteigt. Und andrerseits wird x = 90°, mithin q=l, sobald 
sich die Kugel herabsenkt bis zur Berührung mit der y#-Ebene. 

Nehmen wir nun an, die Kugel sei sehr weit von der y#-Ebene 
entfernt, so sind x und q äusserst klein. Und demgemäss nimmt als- 
dann die Formel (64.) mit Rücksicht auf (A.), (B.), (C.) p. 137 folgende 
Gestalt an: 

(C6.) Xp - - 2P + ?f* 2*»(V - 3ö 3 « + 18q> + • • •) ($)' 

Somit folgt in erster Annäherung: 

(G7.) X'= - X> + *f* R* • 9q* (jjj)* - 2 -»J JP (1 + 3J») % 

oder weil das q, wie aus (63.) sich ergiebt, in erster Annäherung 

Hieraus ersieht man z. B., dass der zweite Theil von X? umgekehrt 
proportional ist mit der vierten Potenz der Entfernung jr des Kugel- 
mittelpunctes von der festen Wand. 

Lässt man endlich j unendlich gross werden, so folgt aus (68.): 

(C9.) X '--Xi- 2 -f? 1P **; 
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so dass also in diesem Fall z. B. die Differentialgleichung (62.) die 
Gestalt annimmt: 

(70.) (jtf+^B»)g = X-X>; 

was zufolge unserer früheren Untersuchungen a priori zu erwarten 
stand [vgl. (12.) p. 79 und (22.) p. 83]. 

Bemerkung. — Wir haben bei unserer Untersuchung gleich zu 
Anfang (p. 113) vorausgesetzt, die Kugel solle eine bloss fortschreitende 
Bewegung haben. Doch bleiben die erhaltenen Resultate offenbar auch 
dann noch in Kraft, wenn die Kugel, während ihr Mittelpunct längs 
der x-Axe fortgeht, um diesen Mittelpunct in irgend welcher Drehung 
begriffen ist. Dies ergiebt sich nämlich sofort, falls man beachtet, 
dass bei all unseren Betrachtungen die Reibung der Flüssigkeit (die 
innere wie die äussere) als Null vorausgesetzt wird. 

Zweite Bemerkung. — Für den Specialfall, dass die von Aussen 
her auf das System einwirkenden Kräfte Null sind, wird X = 0, und 
ebenso auch X J = 0; wodurch die Formeln (62.) und (59.) die ein- 
fachere Gestalt erhalten: 

(«•) M JS - *, und Xp - - Qf)" 1 g. 

Hieraus folgt durch Elimination von X p sofort: 

(ß) M d -*^=-^ 

KP ' J m dt dt* dt 

Nun ist aber nach (49.) 

(y.) T -*"{$> wo e„ = ?*BF ist, 

und wo also n (ebenso wie F) lediglich von q, oder (was dasselbe) 
lediglich von J abhängt. Substituirt man dieses T (y.) in die Formel 
(ß.), so folgt: 

W 3*£-- 2 e„£-^(£)'. 

Und dies ist dieselbe Formel, welche auf andvrm Wege schon früher 
gefunden wurde [vgl. (53.) p. 91J. 



Ueber die Bewegung einer Kugel im Innern einer ineompressiblen 
Flüssigkeit, welche äusserlich begrenzt ist von einer fest aufgestellten 

Kugelseliaale. 

§ 1. 

Ueber einen neuen Weg rar Lösung der im vorhergehenden Absohnitt 
behandelten Aufgabe, unter Anwendung der Spiegelpunete. 

Es handelt sich um die Bewegung einer Kugel im Innern einer in- 
eompressiblen Flüssigkeit, die äusserlich begrenzt sein soll von einer fest- 
aufgestellten Kugelfläche*); diese Aufgabe ist im vorhergehenden Abschnitt 
nur für den speciellen Fall absolvirt worden, dass jene äussere Kugel- 
fläche eine Ebene ist. Obwohl es nun keinem Zweifel unterliegt, dass 
die dortige Methode auch zur Absolvirung des allgemeinen Falls geeignet 
und ausreichend sein werde, so erscheint es doch, bei der grossen 
Weitläufigkeit dieser Methode, sehr wünschenswerth, dieselbe durch 
einen bequemeren Weg zu ersetzen. 

Eine gewisse Andeutung zur Auffindung eines solchen bequemeren 
Weges scheint gegeben zu sein durch das spontane Hereinbrechen der suc- 
cessiven Spiegelpunete in den Gang unserer früheren Betrachtungen.**) 
In der That liegt, bei dem grossen Nutzen, den diese Puncte z. B. für 
die Losung der elektrostatisclien Probleme gewähren, der Gedanke nahe, 
dass ihr dortiges Auftauchen kein ganz zufälliges sein möchte, dass 
sie vielmehr für das vorliegende hydrodynamische Problem von der- 
selben fundamentalen Bedeutung sein konnten, wie für jene Probleme 



*) Genauer ist die Aufgabe angegeben auf p. 113, 114. 
**) Vgl* di e Bemerkung p. 132. Wenn ich damals diese Puncte (ebenso 
wie in meinem Werke von 1862 über die nichtconcentrischen Kugelflächen) als 
conjugirte Puncte bezeichnete, so scheint es mir gegenwärtig wohl angemessen, 
dieselben, nach ihrem eigentlichen Entdecker: W. Tlwmson, als Spiegelpunete, resp. 
elektrische Spiegelpunete {Electrical images) in meine weiteren Betrachtungen ein- 
zuführen, übrigens aber, je nach dem augenblicklichen Bedürfniss, bald den einen, 
bald den andern Namen anzuwenden. 
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der Elektrostatik. Hierüber nachdenkend, habe ich lange Zeit die be- 
kannten Eigenschaften der Spiegelpuncte für die vorliegende hydro- 
dynamische Aufgabe zn verwerthen gesucht, — jedoch ohne irgend 
welchen Erfolg; bis ich schliesslich durch weitere Ueberlegungen zu 
einer gewissen neuen Eigenschaft jener Puncte geleitet wurde, mittelst 
deren in der That ein ausserordentlich bequemer und übersichtlicher Weg 
zur Lösung der in Bede stehenden Aufgabe sich eröffnet. 

Schwierig und wenig dankenswerth würde es sein, wenn ich die 
Ueberlegungen, die mich hiebei geleitet haben, und deren Gang im 
Allgemeinen mehr sprungweise als geradlinig verlaufen ist, wirklich 
mittheilen wollte. Und ich werde es daher vorziehen, in mehr syn- 
thetischer Weise zu verfahren, indem ich zuvörderst die bereits be- 
Jcannten Eigenschaften der Spiegelpuncte in Kürze recapituliren, sodann 
die in Rede stehende neue Eigenschaft mittheilen und beweisen, und 
endlich von hier aus zur Lösung des hydrodynamischen Problems mich 
hinwenden werde. 

§2. 

Die Thomson'sohen Spiegelpunote. (Eleotrioal Images.) 

Es sei gegeben eine um den Punct c mit dem Radius 22 be- 
schriebene Kugelfläche. Lässt man von c einen Strahl ausgehen, und 
markirt auf demselben zwei der Relation: 

(1.) (ca) (cß) = JB» 

entsprechende Puncte a und ß, so heisst jeder von diesen beiden 
Puncten das Spiegelbild des andern. Auch pflegt man zwei solche Puncte 
als conjugirte oder correspondirende Puncte zu bezeichnen. Liegt a 
ausserlialb der Kugelfläche, so kann man, wie aus (1.) sich leicht er- 
giebig den conjugirten Punct ß folgendermassen construiren: Man lege 
von a aus einen Tangentenkegel an die gegebene Kugel; alsdann ist 
ß der Mittelpunct derjenigen Kreislinie, in welchem Kugel und Tan- 
gentenkegel einander berühren. 

Erste Bemerkung. — Ist a irgend ein Punct auf der gegebenen Kugel - 
fläche, und lässt man a noch o rücken, so wird [zufolge (1.)] der con- 
jugirte Punkt ß ebenfalls nach <x hinwandern. Jeder auf der Kugel- 
fläclie Hegende Punct a hat daher zum Spiegelbilde sich selber. 

Zweite Bemerkung. — Liegt der Punct a in unendlicher Ferne, ist 
mithin (ca) = oo, so folgt aus (1.): (cß) = 0. Jeder unendlich ferne 
Punct hat daher zu seinem Spiegelbilde das Cent r um der gegebenen 
Kugelfläche. Schon hieraus geht hervor, dass die in Rede stehenden 
Spiegelbilder im Allgemeinen keine optischen sind; was sich leicht be- 
stätigt mittelst der betreffenden Formeln. 
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Ist nämlich a ein leuchtender Punct ausserhalb der Kugelfläche, ferner 
c der Punct, in welchem die Engelfläche von der Linie ca getroffen 
wird, und denkt man sich endlich auf dieser Fläche eine unendlich kleine 
Calotte f a markirt, deren Mittelpunct in a liegen soll, so wird ein Theil 

der von « ausgehenden Strahlen von der Calotte f a reflectirt werden. 

Sucht man nun den virtuellen Brennpunct ß dieser von f a reflectirten 

Strahlen näher zu bestimmen, so erhält man die Relation: 

(ca) "T" (cß)~ B' 

also eine Formel, die von der früheren Formel (1.) wesentlich verschieden 
ist. Zwei jener früheren Formel (1.) entsprechende Punnte er, ß sind also 
in der That keine optischen Spiegelbilder. Sie können, weil ihre An- 
wendung namentlich in der Theorie der Electricität eine sehr wichtige 
und vielfache ist, nach dem Vorgänge von W. Thomson etwa als elek- 
trische Spiegelbilder (Electrical Images) bezeichnet werden. Der Kürze 
willen erscheint es indessen zweckmässig, das Epitheton „elektrisch 11 in 
der Regel fortzulassen. 

Dritte Bemerkung. — Liegt a ausserhalb, mithin ß innerhalb der 
Kugelfläche, und ist <s der Punct, in welchem diese Fläche von der Linie 
cßa getroffen wird, so kann die Formel (1.): (ca) (cß) = R % auch so 
geschrieben werden: 

(f.) (R + (ca)) (R - (aß)) - R\ 

woraus folgt: 

(r.) (,«) - („fl - <&£&-. 

Hieraus aber folgt für den speciellen Fall, dass R =» <x> ist, sofort: 

<«.) (««) = (»/»). 

Somit sehen wir, dass für diesen speciellen Fall einer unendlich grossen 
Kugel fläche d. i. für den speciellen Fall der Ebene die Thomson' sehen 
elektrischen Spiegelbilder identisch werden mit den optischen. 

Vierte Bemerkung. — Uebrigens kann man für eine beliebig gegebene 
Kugelfläche, von endlichem Radius B y die elektrische Formel (1.), wie aus 
(y.) ersichtlich, auch so schreiben: 

und gleichzeitig der in (a.) angegebenen optischen Formel folgende Gestalt 
verleihen: 



(..) (««) - (6ß) = *-<^Ä 



Vergegenwärtigt man sich nun die gegebene Kugelfläche St, ferner die 
drei in gerader Linie liegenden Puncte c, <r, a, (et ausserhalb St), und 
denkt man sich um ca, als Durchmesser, eine zweite Kugelfläche St' con- 
struirt, so führen die vorstehenden Formeln (17.) und (cd.) sofort zn dem 
Satz, dass das optische Spiegelbild des Punctes a für die Fläche ft 
identisch ist mit dem elektrischen Spiegelbild dieses Punctes a für die 
FlächeSt\ 

Kenmann Hydrodynamische Untersuchungen. 10 
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Sind irgendwo im Räume zwei Puncte a und A gegeben, und be- 
zeichnet man die (elektrischen) Spiegelbilder dieser Puncte für die 
gegebene Kugelfläche, deren Centrum c und deren Radius R heisst, 
respective mit ß und B, so ist nach (1.): 

(ca) ( C ß) = (cA) (cB) = R*, 

oder was dasselbe: (ca) : (cA) = (cB) : (cß)) folglich: 

A(c«A)po A(cBß). 

Aus der Aehnlichkeit dieser beiden Dreiecke folgt die Proportionalitat 
ihrer sämnitlichen Seiten, mithin die Formel: 

r 9 \ («A) _ {ca) __ (cA) 

K } (Bft — (cB) — (c# 

Ist nun aber u = t; = w, so wird auch ti «= Yvtv sein. Somit ergiebt 
sich aus (2.) die weitere Formel: 



(oA) }/(cg ) (cA) 
tf B) — V(cfl(cB)' 

<«A) 0B) 



oder was dasselbe: 

(3.) - , 

Die Formeln (1.) wwd (3.), beide ausgezeichnet durch Symmetrie und Eit 
fachheU, repräsentiren das Fundament unserer weiteren Betrachtungen» 

§3. 

Die Theorie der Spiegelpuncte, bei Zugrundelegung der 

dipolaren Coordinaten. 

In der früheren Figur p. 97 ist offenbar: 

(cA) (cÄ) — (ca)\ 

Zufolge (1.) sind daher in jener Figur die Puncte A und Ä geg< 
seitige Spiegelbilder in Bezug auf eine um c mit dem Radius (ca) 
schrieben gedachte Kugelfläche. Diese Flache ist aber offenbar ei 
beliebige unter den Kugelflächen des dipolaren Systems; während gleic~ 
zeitig A und Ä die beiden Pole dieses Systems vorstellen. Somit 
giebt sich also der Satz, dass die beiden Pole A und Ä gegen 
Spiegelbilder sind für 

(4.) jedwede Kugelflächc des dipolaren Systems; 

oder mit andern Worten, dass sie in Bezug auf jede solche Kugel, 
einander conjugirt sind. 
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Dies vorausgeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: Es 
ist gegeben irgend eine Kugelfläche des dipolaren Systems mit dem 
Centrum c und dem Radius 72. Ferner ist gegeben ein Punct a von 
ganz beliebiger Lage. Es soll das Spiegelbild von a für jene Kugel- 
fläche ermittelt werden. 

Zufolge des soeben bewiesenen Satzes (4.) sind die beiden Pole 
A und Ä gegenseitige Spiegelbilder in Bezug auf die gegebene Kugel- 
fläche; sodass also die Relation stattfindet: 

(f.) (cA) (cA) = R*. 

Denkt man sich nun durch den gegebenen Punct 
a und die beiden Pole A, Ä eine Kreisperi- 
pherie gelegt, und denjenigen Punct, in welchem 
diese Peripherie von der geraden Linie ca zum 
zweiten Mal geschnitten wird, mit ß bezeichnet, 
so ist nach dem Secanten-Satz: 

(g.) (cÄ) (cÄ) - (c«) (cß). 

Aus (f.) und (g.) folgt sofort: 

(h.) (ca) (cß) = 2P. 

Hieraus aber ergiebt sich [mit Rücksicht auf 
(1.)], dass der Punct ß das gestickte Spiegelbild 
von a repräsentirt. Wir gelangen somit zu 
folgendem Satz: Verstellt man unter a einen ganz 
beliebig gegebenen Punct, ferner unter ß das Spiegel- 
bild von a in Bezug auf irgend 

(5.) eine gegebene KugelfläcJie des dipolaren Systems, 

so liegen a und ß einerseits auf einer durcli die beiden Vole gehenden 
Kreisperipherie, und andrerseits auf einer durch das Centrum c jener 
Kugelfläche gellenden geraden Linie, 

Solches constatirt ergiebt sich, mittelst des bekannten Satzes über 
die Peripheriewinkel eines Kreises, sofort: 

Winkel (AaÄ) — Winkel (AßÄ), [vgl. die Figur], 

also mit Rücksicht auf (8.) p. 100: 

(6.) <D a = Gty , 

wo (o a und <op die o-Coordinaten der Puncte a und ß vorstellen. Aber 
nicht nur zwischen diesen, sondern ebenso auch zwischen den &• und 
{•Coordinaten der Puncte a, ß finden einfaclie Relationen statt 

Sind, um näher hierauf einzugehen, a und A zwei ganz beliebig 
gegebene Puncte, ferner ß und B die Spiegelbilder derselben in Bezug 

10* 
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auf eine gegebene Kugelfläche des dipolaren Systems, so gilt nach (3.) 
die Formel: 

(L) _(«A) = (ßB) 

V(c«)(cA) = Y(cß)(cB)' 

wo c das Centrum jener Kugelfläche repräsentirt. Zufolge des Satzes 
(4.) kann man hier für A und B z. B. die beiden Pole eintreten lassen, 
und zwar in doppelter Weise, indem man entweder A durch A, B 
durch Ä } oder umgekehrt A durch Ä und B durch A ersetzt Somit 
ergiebt sich einerseits: 
(k) _M)_ = (ßA) 

V(ca) (cA) V&KifiÄ!) ' 

und ebenso andererseits: 

(1) Jg^T) = (ßA) 

V(c«)(c"7) V(cß)(cA) 

Auch kann man z. B. in der Formel (i.) statt A, B setzen 6, <?, falls 
man unter a einen Punct auf der gegebenen Kugelfläche versteht [vgl. 
die erste Bemerkung p. 144.] Alsdann erhält man: 

(m) (qg) _ (ßo) d j («•) = jgg)_. 

V(ca)(ct) V(cß)(ccy ' " V{ca) V&ß) 

Diese drei Formeln (k.), (1,), (m.) führen nun bei weiterer Behandlung 
zu einfachen und wichtigen Sätzen. Zuvorderst folgt aus (k.), (1.) durch 
Division: 

(aA)_ VjjTT) = (MO VsijA[ 

(aA')V(cA) (ßA) V(cl r )' 
oder ein wenig anders geschrieben: 

(cA) _ (aA) (ßA) 
(cA) (aA) (ßA) 9 

mithin: 

, (cÄ) , (aA') . , (ßA) 

also mit Rücksicht auf (5.) p. 99: 

(7.) &c = &a + &fi, 

wo ^ c , &a, ftp die #-Coordinaten der Puncte c, a, ß vorstellen. 

Bei der Ableitung dieser Formel (7.) ist hinsichtlich der beiden 
Puncte a und ß keine weitere Voraussetzung gemacht, als dass die- 
selben gegenseitige Spiegelbilder sind in Bezug auf die gegeljene Kugel- 
fläche vom Centrum c. Demgemäss können wir, unbeschadet der 
Gültigkeit der Formel, die Puncte a, ß z. B. durch 6, ö ersetzen, in- 
dem wir unter ö irgend einen auf der Kugelfläche liegenden Punct 
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verstehen [vgl. die erste Bemerkung p. 144]. Die in solcher Weise 
entstehende Formel: 

(7. a) # c = 2ft„ oder d a = £# c 

lässt erkennen, dass die #-Coordinate für alle auf der Kugelfläche 
liegenden Puncte ö ein und denselben Werth hat, nämlich halb so gross 
ist, als die -fr-Coordinate des Kugelcentrums c. Dieser constante Werth, 
den # auf der Kugelfläche besitzt, ist aber offenbar nichts Anderes 
als der sogenannte Parameter der Kugelfläche. Bezeichnet man also 
diesen Parameter mit r, so ist nach (7. a): 

(7. b) # c = 2& a = 2r. 

Wir kehren zurück zu den Formeln (k.), (1.), (m.). Aus (k.) und 
(1.) folgt durch Multiplication, und unter Fortlassung der sich dabei 
gegenseitig forthebenden Factoren: 

(«A) (uA)_ (ßA){ßÄ) 
(c«r) (cß) ' 

mithin auch: 



V(aA) (a A') ^ V(ßA) (ßA*) 
VW) VW) ' 

also mit Rücksicht auf (24.) p. 105: 
(8.) -L= = Jt, 

VW) VW) 

wo £« und %p die £-Coordinaten der Puncte a und ß vorstellen. Eine 
gewisse Aehnlichkeit mit dieser Formel (8.) besitzt die schon in (m.) 
notirte Formel: 

(8 a) (<Fa) = (<F<?) 

VW«) VW)' 

wo einen beliebigen Punct auf der Kugelfläche vorstellt. — Die 
Resultate der in diesem § angestellten Untersuchungen können schliess- 
lich zusammengefaßt werden in folgende drei Sätze: 

I. Satz. — Die beiden Pole A und Ä sind einander eonjugirt in 
Bezug auf jedwede Kugelfläche des dipolaren Systems; [vgl. (4.). 

IL Satz. — Markirt man irgend eine specielle unter den genannten 
Kugelflächen, deren Centrum c und deren Parameter t heissen mag, und 
versteht man unter a und ß irgend zwei in Bezug auf diese Fläche (t) 
einander conjugirte Puncte, so liegen a } ß,-c auf ein und derselben ge- 
raden Linie, und andrerseits a, ß, A, Ä auf ein und derselben Kreis- 
peripherie; [vgl. (5.)]. 
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III. Satz. — Gleichzeitig finden alsdann zwischen den o-, #- und 
%-Coordinaten der Pwnetc a und ß die Relationen statt: 

(A.) 0« = ^, [vgl. (6.)], 

(B.) &a + fy = #e = 2*o = 2r, [vgl. (7.), (7. a), (7. b)], 

( C.) *!L = YM = £ü>, [ V gl. (8.) und (8. »)]. 

Doftci bezeichnet c das Centrum der gegebenen Fläche (r), femer ö einen 

variablen Punct auf dieser Fläche, also einen Punct, der auf der Fläclie 

nach Belieben sicli bewegen darf. 

Bemerkung« — Diese Sätze sind von mir bereits im Jahre 1862 in 
meiner mehrfach erwähnten Schrift über die nichtconcentrischen Kagei- 
flächen aufgestellt worden; sie bilden das wesentliche Fundament der 
dort von mir entwickelten „geometriechen Methode". Sodann sind später 
im Jahre 1865 fast genau dieselben Sätze auch von Herrn Professor 
Betti publicirt worden. In der That dürfte die Uebereinstimmung 
zwischen meinen und den Bettischen Sätzen deutlich zu ersehen sein aus 
folgender Zusammenstellung, wobei von vornherein bemerkt sein mag, 
dass Betti statt meiner Buchstaben & und co respective u und v ge- 



braucht hat. 

1862. 

Pag. 29, Nr. (24). — Alle Functe, 
für welche & (oder co) einen gegebenen 
constanten Werth hat, liegen auf 
einem Kreise, in dessen Centrum & 
(respective co) einen doppelt so grossen 
Werth besitzt. 

Pag. 30, Nr. (26. a, b, c). — Ferner 
ergeben sich für irgend zwei Functe 
a und ß, die in Bezug auf eine ge- 
gebene &-Kugelfläche conjugirt sind, 
folgende Sätze: 

Erstens. Die co - Coordinaten 
beider Puncte sind einander gleich; 
es ist also 

&a = &(i» 

Oder was auf dasselbe hinauskommt: 
Beide Functe liegen immer auf ein 
und derselben ao-Curve. 

Zweitens. Die Summe der &- 
Coordinaten beider Functe ist glcicli 
der &~Coordinate des Mittelpuncts 
der gegebenen Kugelfläche; es ist 
also, falls y diesen Mittelpunct vor- 
.stellt: 

&a + fy = ^y 



1865. 

Pag. 96. — J7 centro di una cir- 
conferenza u =» a ha per coordinaU: 
u = 2 a, v = 0, e il centro di una 
circonferenza v =■ ß, ha per coordi- 
nate: u = 0, v = 2ß. 

Pag. 98, Nr. 1°. — Tra le coordi- 
nate u, v dt un punto qualunqtte 
m e le coordinate u', v' del punto 
m' reeiproeo ad m rispetto alla sfera 
di cquazione u = a, cssistono le 
relazioni: 



v =v, 



u-f u' = 2c 
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Drittens. Die Parameter £ der 
beiden Puncte verhalten sich zu ein- 
ander wie die Quadratwurzeln der 
Abstände der Puncte vom Mittel- 
punet der gegebenen Kugel fläche; es 
ist also: 



Pag. 99, Nr. 2°. — I parametri 
£ e £' di due punti m cd in' reci- 
proci rispetto a una sfera (u) stanno 
tra loro come le radici quadrate 
delle distanze di questi medesimi 
punti dal centro G della sfera. In- 
fatti . . . abbiamo . . ., onde: 

$' VJfim) 

Pag. 99, Nr. 3°. — Le distanze 
di due punti reeiproei rispetto ad 
una sfera (u) da un punto qualun- 
que della medesima stanno tra loro 
come i respettioi parametri. Infatti, 
essendo m cd m' i due punti reei- 
proei cd S un punto della sfera, 
abbiamo: 



«.:$,- V(ay) : V(ßy) 

Viertens. Bezeichnet s einen b e - 
liebigen Punct auf der gegebenen 
Kugelfläche, also einen Punct, welcher 
keineswegs mit a und ß in derselben 
Meridian- Ebene zu -liegen braucht, 
so behält das Verhältniss der Ab- 
stände des Punctes s von den beiden 
festen Puncten a und ß ein und den- 
selben Werth, wie sich aucli s auf 
der gegebenen Kugel fläche fortbewegen 
mag. Der Werth dieses Verhält- 
nisses ist nämlich folgender: 

(sa) : (aß) - y&i) : VW), 
oder auch (nach dem dritten Satz): 

($a):(sß) = £«:£,,, 
wo £ a und iß die Werthe vorstellen, 

welche der Parameter | in den festen 
Puncten a und ß besitzt. I 

Ich würde auf diese im Jahre 1862 von mir aufgestellten vier Sätze, 
so wie auf die Einführung des mit | bezeichneten Parameters, vielleicht 
kein so grosses Gewicht legen, wenn diese Dinge nicht (wie schon ge- 
sagt) das wesentliche Fundament der damals von mir entwickelten „geo- 
metrischen Methode" bildeten. Nun hat allerdings Herr Professor Betti 
an einer Stelle seines Aufsatzes*) von 1865 auch meiner Schrift von 1862 
Erwähnung gethan, aber doch nur in ganz beiläu6ger und höchst unter- 
geordneter Weise. Denn er sagt daselbst (p. 97): Le coordinate di un 
punto saranno . . ., e potremo chiamarle coordinate dipolari col sig. 
Carlo Neumann, che se n'd servito utilmente per il problcma della 
teorica del calore, analogo a quello che passiamo a trattare nella teoria 
delV elettricitä statica. Auch dürfte es wenig sachgemäss sein, wenn 
Herr Professor Betti, wie aus diesen seinen Worten hervorzugehen scheint, 



(Sm) _ l/(Cm) 
(Sm') — }/(Cm'}~ 



*) Teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton e sua appli- 
cazione alla elettricitä statica. (Estratta dal Nuovo Cimento Vol. XVIII, XIX, XX.), 
Pisa. 1865. Auf diese Schrift beziehen sich auch die oben angegebenen Seiten- 
sahlen. 
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zwischen dem Wärme- und dem Elektricitäts-Froblem einen wesentlichen 
Unterschied macht. Vielmehr sind in den Augen des Theoretikers beide 
Probleme der Hauptsache nach identisch. Ueberdiess habe ich in der 
Einleitung zu meiner Schrift (von 1862), und ebenso auch in Crelle's 
Journal (1862, Bd. 62, p. 36—49) noch ganz besondere exponirt, in 
welcher Weise man mittelst der von mir für das Wärmepioblem ent- 
wickelten Methoden, sofort auch zur Lösung des elektischen Problems 
gelangen könne. 

Um die Wichtigkeit der in Rede stehenden vier Sätze durch ein Bei- 
spiel zu erläutern, will ich nur erwähnen, dass mit Hülfe derselben die 
sogenannte Greerische Function für den Fall zweier Kugelflächen sofort 
an gebbar ist. In der That habe ich in meiner Schrift von 1862 [daselbst 
p. 39, No. (33.)] für die genannte Function, mittelst jener vier Sätze, 
den Ausdruck aufgestellt: 

j- [+ (1.2V. + laT a - x ) - (&T te + &.2V,) + -•••]• 

Später im Jahre 1865 ist Herr Betti auf genau demselben Wege (nämlich 
ebenfalls von jenen vier Sätzen aus) zu genau demselben Resultat ge- 
langt, nämlich zu dem Ausdruck: 






In der That unterscheidet sich dieser Betti'sche Ausdruck von dem mei- 
nigen nur dadurch, dass an Stelle des T seine eigentliche Bedeutung 

— substituirt ist [Vgl. den citirten Betti'schen Aufsatz p. 107]. * 

§4. 

Die suooessiven Spiegelbilder eines Punotes für zwei, respeotive 
mehrere Kngelfläohen des dipolaren Systems. 

Ist 1 ein beliebig gegebener Punct, und construirt man die durch 
1 und die Pole A } Ä gehende Kreisperipherie P, so liegen die Spiegel- 
bilder von 1 für sämmtliche Kugelflächen des dipolaren Systems auf P; 
zufolge des II. Satzes p. 149. Auf ein solches Spiegelbild aber, es 
mag 2 heissen, können wir, eben weil dasselbe auf P liegt, dieselbe 
Schlussweise von Neuem anwenden und finden also, dass die Spiegel- 
bilder von 2 für sämmtliche Kugelflächen des dipolaren Systems 
wiederum auf P liegen. Bezeichnet man nun ferner irgend eines dieser 
zuletzt erhaltenen Spiegelbilder mit 3, so ergiebt sich in derselben 
Weise, dass die Spiegelbilder von 3 für alle jene Kugelflächen wiederum 
auf P liegen. U. s. w. U. s. w. 

Mit andern Worten: Lässt man einen gegebenen Punct 1 beliebig 
oft, und jedesmal an einer beliebigen Kugel fläche des dipolaren Systems 
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sich spiegeln, so werden all diese succcssiven Spiegelbilder auf ein und 
und derselben Kreisperipherie liegen; und diese Peripherie ist diejenige, 
welche durch 1 und die beiden Pole A, Ä geht 

Aber auch die Lage dieser Bilder auf der Peripherie P ist geome- 
trisch leicht angebbar, und zwar wiederum mittelst des II. Satzes 
p. 149. Um näher hierauf einzugehen, markiren wir irgend welche 
unter jenen Kugelflächen, bezeichnen die Parameter dieser markirten 
Flächen mit t lf r 2 , r 3 , r 4 , . . . . die Flächen selber mit (rj, (r 2 ), (r s ), 
(r 4 ), . . . ., und ihre (auf der #Axe liegenden) Centra mit c u c t9 c 8 , 

c 4} Sodann bezeichnen wir das Spiegelbild des gegebenen Punctes 

1 für die Fläche (r^ mit 2, das von 2 für (r 2 ) mit 3, das von 3 
für (r 3 ) mit 4 u. s. w. u. s. w.; wie solches angedeutet werden mag 
durch das Schema: 

(1.) 1 — fa) — 2 — (r 2 ) — 3 — (r 3 ) — 4 — (r 4 ) — 5— etc. etc. 

Alsdann wissen wir bereits, dass all diese Bilder 2, 3, 4, 5, . . . . auf 
der durch 1 und A } Ä gehenden Kreisperipherie P liegen. Was nun 
insbesondere ihre Lage auf dieser Peripherie P betrifft, so ergiebt sich 
dieselbe sofort mittelst des II. Satzes p. 149. So wird z. B. die gerade 
Linie \c x die Peripherie P, ausser in 1, noch in einem zweiten Punct 
schneiden; und dieser repräsentirt, zufolge jenes Satzes, das Bild 2. 
Ebenso schneidet die gerade Linie 2c 2 die Peripherie P, ausser in 2, 
noch in einem neuen Punct; dieser repräsentirt das Bild 3. Ferner 
schneidet die Linie 3c 3 jene Peripherie P, ausser in 3, noch in einem 
weitern Punct; dies ist das Bild 4. U. s. w. U. s. w. 

Wir bringen jetzt die Formeln des III. Satzes p. 150 zur An- 
wendung auf die o- und #-Coordinaten der Puncte 1, 2, 3, 4, . . . In 
solcher Weise ergeben sich, falls wir diese Coordinaten respective mit 
o n co 2 , co 3 , © 4 , .... und & lt & 2 , # 3 , # 4 ,.... bezeichnen, die Relationen: 

(2.) o 1 = o 2 = »3 = o 4 = o 5 = o 6 = etc. etc., 

und ferner [mit Rücksicht auf das Schema (1.)] die Relationen: 

/g\ &t "f" #3 = * r tf 

#3 + #4 = 2r 3> 
#4 + #5 = 2r 4> 

etc. etc. 

Aus (3.) kann man, weil t l7 r 2t r 3 , r 4y und # x als gegeben zu be- 
trachten sind y die <& Coordinaten der successiven Bilder des Punctes 1, 
nämlich # 2 , # 3 , <ö" 4 , # 5 , .... sofort berechnen. Man erhält: 
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^ ' ; » 4 — 2* 8 -2*, + 2* l — » lf 

-9-5 = 2r 4 — 2r 3 + 2r 2 — 2r, + » lf 
etc. etc. 

Von diesen allgemeinen Betrachtungen steigen wir jetzt hinab zu 
etwas specielleren Vorstellungen , indem wir annehmen, es seien alle 
ungeraden x einander gleich, und ebenso anderseits auch alle geraden r. 
Den gemeinschaftlichen Werth der erstem nennen wir kurzweg r, den 
der letztern r . Also: 

* ^ = %\ ==? To == Xk ==s Tw *— * eic. ei/C. 

Auf diesen specielleren Fall, wo also im Ganzen nur zwei Flächen (r) 
und (r ) vorhanden sind, lassen sich nun unsere allgemeinen Betrach- 
tungen, mithin z. B. auch die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) ohne Weiteres 
übertragen. 

Wir erhalten alsdann, von einem beliebig gegebenen Puncte 1 
ausgehend, tciederum unendlich viele Spiegelbilder 2, 3, 4, 5, etc. etc. und 
zwar nach folgendem Schema: 

(A.) 1 — (r)-2 — (r ) — 3 - (r) — 4 — (t ) — 5 — (r) etc. etc. 

in ivelelmn (t) und (r ) alter niren. Sodann erJialten wir für die <o-Coor- 
dinaten dieser Puncte 1, 2, 3, 4, 5, etc. die Relationen: 

(B) cd, = (o 2 = gj 3 = ö> 4 = cj 5 = etc. etc. 

Ferner ergeben sich für die d-Coordinaten der Puncte die Relationen: 

*i + *i = 2t, # 2 + #3 = 2r , 
(C.) * 8 + # 4 = 2r, # 4 + # 6 = 2r ft , [abgeleitet aus (3.)]. 

*6 + ^6 = 2t > ^e + #7 = _ 2r o> 
etc. etc. etc. etc. 

Und diese Relationen (C.) können auch folgetidermassen geschrieben werden: 

fr 2 = +(2r-^), # 3 = _2(ir-T )+* lf 

^ = 2(r-r ) + (2r-^), fr 6 = -4(r-r ) + *„ 

^ * ; * 6 -4(r-r ) + (2r-.d 1 ), fr 7 = - 6 (r - r ) + » lf 

^ 8 = 6(r-r ) + (2r-^), »,-- 8(*-'* )+ »1, 

[diese Formeln (D.) entsprechen den allgemeinen Formeln (4.)]. 

Mit besonderer Rücksicht auf unsere weiteren Untersuchungen, erscheint 
es angemessen, einige Beispiele zu betrachten: 
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Erstes Beispiel. — Der gegebene Punct 1 liege auf der x-Axe, und 
iwar zwischen den beiden Polen A und Ä. Alsdann ist m t » n [vgl. 
die Bemerkung bei (3.) p. 98]. Nach (B.) sind daher in diesem Falle 
auch tu, , co 3 , <o 4 , co b) etc. sammtlich = it. Also : 

(B'.) © x = © 2 = © 3 = © 4 = © 5 = etc. etc. = it. 

Und hieraus folgt, dass in diesem Fall nicht nur 1 selber, sondern 
ebenso auch 2, 3, 4, 6 etc. etc. auf der x-Axe und zwischen den beiden 
Polen A, Ä gelegen sind. — Die übrigen Formeln (A.), (C.\ (D.) sind 
in diesem Fall genau in derselben Weise wie früher zu wiederholen. 

Zweites Beispiel. — Der gegebene Punct 1 liege wieder auf der 
x-Axe, diesmal aber ausserhalb der Strecke AA*. Alsdann ist o^ =»= 
[vgl. die Bemerkung bei (3.) p. 98]; sodass also nach (B.) auch a> t , (o s , 
<°a> *>6> e tc* sammtlich = werden: 

(B".) ©! =• © 8 = © s = © 4 = © 5 = etc. etc. = Null. 

Hieraus folgt, dass in diesem Fall die Puncte 1, 2, 3, 4, 6 etc. etc. 
sammtlich auf der £-Axo und sammtlich ausserhalb der Strecke AA' 
sich befinden. — Die übrigen Formeln (A.) t (C), (Z>.) bleiben unge ändert 
dieselben. 

Drittes Beispiel. — Der Punct 1 liege in unendlicher Ferne, übrigens 
aber in beliebiger Richtung; sodass also seine Coordinaten & l und m l 
beide — sind [vgl. den Satz p. 106]. Uebcrdies werde angenommen, 
dass die gegebene Kugelfläche (r n ) identisch sei mit der yz- Ebene, mithin 
ihr Parameter t = sei [vgl. die Bemerkung bei (6.) p. 99]. In Folge 
dieser Annahmen ist also: 

^i — ^l = 0; UD( ^ auc ^ r o ö 0- 
Demgem&s8 geht die Formel (A.) über in: 

(A'".) l_(t)_2-(ys)-3-(i0-4-(y*)-5-(t)-6-(y*) etc. 

wo unter (yz) die yz- Ebene zu verstehen ist. Ferner geht (B.) über in: 

(B"'.) © x = a> 2 = © 3 = © 4 = © ß = etc. etc. = Ntdl. 

Sodann nehmen die Formeln (C.) folgende Gestalt an: 

# 2 = 2t, fr 2 + * 8 «= 0, 
(CT".) # 8 + # 4 = 2t, & A + #5 = 0, 

fr ß + fr 6 = 2t, fr 6 + fr 7 = 0, 
etc. etc. etc. etc. 

und endlich die Formeln (D.) folgende: 

#a = 2t, -9- 5 = — 2r, 

(D'".) fr 4 = 4t, fr 5 = - 4t, 

# 6 = 6t, d" 7 = — 6t, 

etc. etc. etc. etc. 

Um übrigens in diesem Fall eine Vorstellung von der Lage der Bilder 
2, 3, 4, 5 etc. zu erhalten, bedient man sich am Besten der Formel (A"\), 
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Da nämlich 1 in unendlicher Ferne liegt, so folgt aus (A"'.) sofort, dass 
2 im Centrum der Fläclie (r) sich befindet [vgl. die zweite Bemerkung 
p. 144]. Dies constatirt, folgt alsdann aus (A'".) sofort, dass s&mmtliche 
folgenden Bilder 3, 4, 6 etc. etc. auf der x-Axe liegen. Aach ergiebt 
sieb aus (A'".) noch insbesondere, dass 2 und 3 gegenseitige optische 
Spiegelbilder sind in Bezug auf die yz -Ebene, ebenso 4 und 6, ebenso 
6 und 7; u. 8. w. [vgl. die dritte Bemerkung p. 146]. 

Diese allgemeine Orientirung kann nun nachträglich mittelst der 
Formeln (B"'.) t (C"\), (D'".) leicht controlirt und auch vervollständigt 
werden. So z. B. ergiebt sich aus (B"'.), dass all jene auf der x-Axe 
liegenden Puncto 1, 2, 3, 4, 6 etc. etc. ausserhalb der Strecke AÄ sich 
befinden [vgl. die Bemerkung bei (3.) p. 98]. 

§5. 
Eine neue Eigenschaft der Spiegelpnnote. 

Um den Anfangspunct des Coordinatensystems (x, y, z) sei eine 
Kugelfläche vom Radius R beschrieben. Ferner seien drei Puncte ge- 
geben, nämlich zwei auf der positiven x-Axe liegende Puncte a und ß, 
von denen a ausserhalb, ß innerlialb der Kugelfläche sich befindet, und 
drittens ein der Kugelfläche äusserst nahe gelegener Punct (x, y, z), 
dessen Polarcoordinaten (r, w, qp) heissen mögen: 

x = r cos w 9 
(1.) y = r sin w cos q>, 

z = r sin w sin q>. 

Bezeichnet man die reeiprocen Entfernungen dieses dritten Punctes 
von a und ß respective mit T a und Tp, so ergeben sich die be- 
kannten Formeln: 



(2-) 



n=0 V 



t ? - 2 -ä p - ( c ° s »>• 



wo r a und r$ die Abstände der Puncte a und ß vom Centrum der 
Kugel vorstellen. Aus diesen Formeln folgt durch Differentiation: 

f= drlV 2 *(»+*) -^T P * ( C08w; )> 

(3.) " ^ l_ t 

wo f und g als Abbreviaturen dienen sollen zur Bezeichnung der 
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linken Seiten dieser Formeln. Lässt man jetzt den Punct (r, w 9 <p) 
geradezu auf die gegebene Kugelfläche fallen, mithin r = B werden, 
so folgt: 

F = (/>,« - - jf» (» + 1) ^S P» (cos «0, 

< 4 > z r i> 

6 - fo>_ 2"» 0» + 1) äs A («> 8 «)» 

wo .F und G wiederum nur als Abbreviaturen dienen sollen. Offenbar 
können wir diese Formeln (4.) auch so schreiben: 

*- " (i) S ? M ( tt + *) (r)*** p - ( C08 ")» 

(5.) "-° 

Wir wollen jetzt annehmen, die beiden Puncte a, ß seien gegen- 
seitige Spiegelbilder in Bezug auf die gegebene Kugelfläche. Alsdann ist 
[nach (1.) p. 144]: 

(6.) r m r ß = B*, mithin: £ - -J ' 



a 



Demgemäss sind alsdann die beiden in (5.) stehenden Summen von 
gleichem Werth. Folglich wird: 

(.7) B*F=r*G, 

oder falls man für B den aus (6.) entspringenden Werth: B = yV a fy 
einsetzt: 

(8.) r a VF a F=r {i y7 fi G. 

Sub8tituirt man hier für F und G ihre aus (3.), (4.) ersichtlichen Be- 
deutungen, so gelangt man zu folgendem Satz: 

Es seien a und ß gegenseitige Spiegelbilder in Bezug auf eine ge- 
gebene Kugelfläche vom Centrum c und Radius B. Ausserdem sei (x, y, z) 
ein ganz beliebiger variabler Punct 

Bezeichnet man alsdann die Abstände der Puncte a, ß und (x, y, z) 
vom Centrum c respective mit r a , r$ und r, ferner die reciprocen Ab- 
stände des Punctes (x, y } z) von a und ß respective mit T a und Tß } so 
findet die Formel statt: 
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eine Formel, die offenbar auch so geschrieben werden härm: 

Diese Formel aber repräsentirt die abzuleitende neue EigenscJiaß der 

Spiegelpuncte, wdcJie für die Lösung unserer hydrodynamischen Auf- 

gaben von fundamentaler Widrigkeit ist, — von derselben WidUigheit, 

welche die früher begannt gewesenen Eigenscliaften dieser Puncte für die 

elektrostatischen Aufgaben besitzen. 

Bemerkung. — Man kann die Formel (9.) auch so schreiben: 



(11.) 

oder auch so: 



(^ d*T a \ 

\ la mr a ) 




wo alsdann E a und E* jene Entfernungen selber vorstellen, deren reci- 
proce Werthe mit T a und T^ bezeichnet worden sind. 
Beweis. Nach (C.) p. 150 int: 



(A.) j/fS) : YW) = (*«) : (6(1), 

falls man nämlich unter a irgend welchen Panct auf der gegebenen 
Kugelfläche versteht. Diese Formel (A.) kann man aber auch so schreiben: 

(13.) Vr~a : Vrp = E a :Ep = T~ l : I^ 1 ; 

wo E a und E* die Entfernungen (occ) und (ffß), andrerseits T a und T* 
die reeiprocen Werthe dieser Entfernungen vorstellen. Aus (B.) folgt 
sofort: 

(C.) r.y£,:r f y^ — lZ*iTj*. 

Und mittelst dieser Relation geht die schon bewiesene Formel (10.) über 
in die zu beweisende Formel (11.). — Q. e. d. 

Zweite Bemerkung. — Man kann übrigens für die Formeln (9.), (10.) 
oder was dasselbe ist, für die Formeln (11.), (12.) nachträglich noch eint 
andere Deduction geben, bei welcher die Tlieorie der Kugel funetionen 
nicht ei' forderlich ist. Um näher hierauf einzugehen, stellen wir uns 
zunächst folgende Aufgabe: 

Von einem festen Puncte gehen zwei feste Linien aus, L t und i,. 
Auf der Linie L x befindet sich ein variabler Punct 1, dessen Abstand 
von mit r l bezeichnet sein mag. Und analoge Bedeutungen mögen 
2 und r, für die Linie L t besitzen. Endlich sei der gegenseitige Ab» 
stand der Puncte 1 und 2 mit E, und der reeiproce Werth von K mit 
T bezeichnet. — Es soll unter diesen Umständen der zweite Differential- 
quotient von T nach r x und r 2 näher untersucht werden. 
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Führt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Anfangs- 
punct in liegt, und bezeichnet man in diesem die Coordinaten der 
Puncte 1 und 2 mit (x ly y lf z x ) und (x t , y 2 , z t ) y so ist offenbar: 

(«.) E t = (x 1 — xj* + (& — &)* + fa - *)*, 

mithin: 

dE /x, — x % dx x . \ ä . 



(y.) 



E /x. — x. dx- . \ 



dE 
d 



wo tßj und ^ 8 die Innenwinkel des Dreiecks 12 bei den Ecken 1 
und 2 vorstellen. Die Formel (y.) kann auch so geschrieben werden: 

woraus durch Differentiation nach r x folgt: 

, A . w o*E . 0JS dE (dx x dx, , \ 

wo V\> den Innenwinkel des Dreiecks 1 2 bei der Ecke vorstellt. 
Subtrahirt man jetzt von der Formel ifi.) das Product der beiden For- 
meln (ß.) und (y.), so folgt: 

(«•) E ö — ö— = — cos 4> — cos tff t cos W 

Nun ist aber T« ÜT 1 , folglich: 

d*T = 2j5r s dE dE__ E -t jPE_ 9 
dr x dr t dr x dr t d^dr^"* 

woraus durch Substitution der Werthe (0.), (y-) und (*•) sich ergiebt: 

c*T 
dr x dr % 

oder was dasselbe ist: 

—s d*T 

(W T g — g— = C08 V + 3 COS ^ COS # 2 . 

Dies vorangeschickt, sei nun c das Centrum der gegebenen Kugel- 
fläche, ferner a ein variabler Punct auf derselben, und endlich seien a 
und ß irgend zwei Puncte, die in Bezug auf diese Kugelfläche gegen- 
seitige Spiegelbilder sind. Dann ist z. B. 

fa.) (ca) (cß) = (C6)* } und folglich: 

(*.) A (cu6) ~ A (C6ß). 

Bezeichnet man jetzt die Abstände (c<f), (ca), (cß) respective mit r a , r a , r- 
und bringt man sodann auf das Dreieck caa die Formel (£.) in Anwen- 
dung, so folgt: 

-3 d%T aa 

(*•) Tau r—„ = cos (ffca) + 3 cos (effa) cos (ca6), 



E 8 (cos V + 3 cos ^ cos ^) , 



^o* r « 
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wo die rechts stehenden Winkel die Innenwinkel des Dreiecks cac 
sein sollen. Ebenso ergiebt sich durch Anwendung derselben Formel 
auf das Dreieck caß die Gleichung: 

(JL) T7* g^ = cos (tfc/J) + 3 cos (et ff) cos (cßa), 

wo die rechts stehenden Winkel wiederum die Innenwinkel des Dreiecks 
coß sind. Die genannten beiden Dreiecke sind aber nach (4K) einander 
ähnlich, folglich ihre Winkel einander gleich. Hieraus ergiebt sich, dass 
die rechten Seiten der Formeln (x.), (1.), und folglich auch ihre Unken 
Seiten einander gleich sind. Und in solcher Weise gelangt man zu der 
zu beweisenden Formel (11.). — §. e. d. 



§6. 

Die neue Eigenschaft der Spiegelpuncte in ihrer Anwendung auf 

eine Kugelfläohe des dipolaren Systems. 

Wir markiren irgend eine Kugelfläche des dipolaren Systems mit 
dem Parameter r, dem Oentrum c, und dem Radius R. Ueberdies 
markiren wir auf der x-Axe des dipolaren Systems zwei Puncte a 
und ß, die gegenseitige Spiegelbilder sein sollen in Bezug auf jene 
Fläche (r). Bezeichnen wir alsdann die Abstände dieser Puncte a, ß 
und eines völlig beliebigen Punctes (x, y, z) vom Centrum c respective 
mit r a} rp und r, so ist nach (10.) p. 158: 

« [M'.^L-[f r (^'^)L. 

wo T a und Tp die reciprocen Entfernungen des Punctes (x f y, z) von 
« und ß vorstellen. Sind nun (# a , co a} <p a , g a ) und (-ffy, o^, q)p, fy) 
die dipolaren Coordinaten der Puncte a und ß, so ist nach (A.), (B.), 
(C.) p. 150: 

(2.) ».-„„ * + .,_!,, | = j|I, a.i.-|, 

mithin ]/r a : |/r^ = g a : %p. Demgemäss kann die Formel (1.) auch 
so geschrieben werden: 

Das r, d. i. der Abstand des variablen Punctes (x, y, z) vom Kugel- 
centrum c, mag vorläufig beibehalten werden. Hingegen wollen wir 
r a und Vß, die Centralabstände der Puncte a und ß 9 durch die dipo- 
laren Coordinaten dieser Puncte zu ersetzen suchen. 
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Die Puncte a und ß liegen nach unserer Voraussetzung auf der 
x-Axe des dipolaren Systems. Demgeraäss wird z. B. die durch a 
gehende Kugelfläche # = #■« im Puncte a normal stehen gegen die 
2-Axe, mithin daselbst auch normal stehen gegen die Linie r«. Und 
mit Rücksicht hierauf ergiebt sich sofort: 

(4) öT a = w a -*rj und ebenso: rf = ä*J Tr) • 

Ferner ist nach (33.) p. 109: 

• ~x d K 2a , *** 2a 

wo jede der beiden Grössen e a , s^ den Werth + 1 hat. 

Um zu entscheiden, ob diese Grössen e a und e^ einander gleich oder 
entgegengesetzt sind, bemerken wir zuvorderst, dass die in (5.) vor- 
handenen Nenner dr a und dr^ ganz willkührlich und von einander unab- 
hängig gewählt werden können. Ob wir z. B. beide Nenner positiv 
oder beide negativ, oder aber den einen positiv, den andern negativ 
wählen, ist völlig gleichgültig. Sobald aber diese Nenner dr a und dr^ 
einmal gewählt sind, haben alsdann die Zähler d& a und d&* ganz be- 
stimmte Bedeutungen, indem d& a den mit dr a correspondirenden Zu- 
wachs von & a , und ebenso d&^ den mit dr H correspondirenden Zuwachs 
von ^o vorstellt. 

Ueorigens können die Nenner dr a und dr^ offenbar bezeichnet werden 
als kleine Verschiebungen der Puncte a und ß längs der x-Axe; und 
diese in (5.) auftretenden Verschiebungen können also ganz nach Will- 
kühr gewählt werden. Hievon Gebrauch machend, lassen wir jene beiden 
Puncte a und ß sich in solcher Weise verschieben, dass sie dabei fort- 
dauernd gegenseitige Spiegelbilder bleiben in Bezug auf die gegebene Kugel- 
flache (r). Alsdann werden die ursprünglich stattfindenden Relationen: 

(a.) r a rp = R* und fr a + fy — 2r, [vgl. (2.)], 

auch während dieser Verschiebung in Kraft bleiben; sodass sich also 
ergiebt: 

(b.) r a drp + r (idr<* = und dft a + dfri = 0; 

woraua durch Division folgt: 

Und hieraus erkennt man, dass die in Klammern gesetzten Differential- 
quotienten einerlei V orzeichen haben; denn r a und r^ sind ja ihrer Be- 
deutung nach stets positiv. Solches constatirt, ergiebt sich alsdann aus 
(6.) aber sofort, dass s u und B i ebenfalls von einerlei Vorzeiclien sind, 
dass mithin 

(d.) S^ = £ t i ist, 

Naumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 11 
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Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth der Grössen e a 
und Bß kurzweg mit e, so folgt aus (4.), (5.): 

(G ° ^ = ir^v und ^ *> -$»> 

Und substituirt man endlich diese Werthe in (3.), so erhält man die 
verhältnissmässig einfache Formel: 

Somit gelangt man zu folgendem Satz. 

Es sei gegeben irgend eine KugdfUUUve des dipolarcn Systems mit 
dem Parameter' r, dem. Centrum c und dem Radius R. Ferner seien 
auf der x-Axc des dipolaren Systems irgend zwei Puncte a und ß mar- 
fort, die gegenseitige Spiegelbilder sind in Bezug auf jene Kugelfläehc (r). 
Endlich sei (x, y } z) ein ganz beliebiger Punct, und r sein Abstand vom 
Centrum c. Alsdann findet die Formel statt: 

<*•> [^©L„-[«,)L. 

wo T a und Tß die reeiprocen Entfernungen des Punctes (x, y 9 e) von a 
und ß vorstellen. 

Bemerkung. — In der Formel (8.) sind die in den eckigen Klammern 
enthaltenen Ausdrücke zuvörderst für einen ganz beliebigen Raumpunct 
(x, y, z) zu bilden, sodann hat man diesen Raumpunct (x, y, *), wie 
solches durch den beigefügten Suffix: r = R angedeutet ist, hin- 
wandern zu lassen nach irgend einer Stelle der gegebenen Kugelflache. 
Bezeichnet man übrigens die dipolaren Coordinaten des Punctes (x, y, t) 
mit (#, co, qp), und beachtet man überdiess die bekannte Relation: 

£« : S/9 = -r= : - =_-, [vgl. (25.) p. 106], 
so kann man jene Formel (8.) offenbar auch so schreiben: 

(f) bHi^lL = r (?** **)\j 

Und in dieser Gestalt kann man die Formel direct beweisen, unter Zu- 
grundelegung der für T geltenden Entwicklung (37. a, b) p. 1 10. Bei 
der hiebei erforderlichen, ziemlich mühsamen und beschwerlichen Rech- 
nung verschaffen die Sätze (f.), (rj.) p. 120 eine gewisse Erleichterung. 

Bequemer, wenn auch weniger genau, wird man übrigens den in 

Rede stehenden Satz (8.) auch so aussprechen können: Ist irgend eine 

Kugelfläehc des dipolaren Systems gegeben } und sind ausserdem auf der 

x-Axc dieses Systems irgend zwei Puncte a und ß markirt, die in Bezug 
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auf jene Fläche gegenseitige Spiegelbilder sind, so findet die Formel statt: 

oder, was dasselbe ist, die Formel: 

(9a) i d dT °-l d dT 

Dafee» bezeiclinct N (#c at//* dfer gegebenen Kugelflüdie an irgend einer 
Stelle errichtete Normale; teährend T« und Tp die reeiprocen Entfer- 
nungen dieser Stelle von a und von ß repräsentiren. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch eine gewisse Aufgabe 
absolviren, die für unsere spätem Untersuchungen von besonderer. 
Wichtigkeit ist. Nach (9.) sind nämlich die beiden Ausdrücke 

m\\ d (t dT «\ i 2 ft dT "\ 

( 10 "> ^(k'äfrj und *n(**3SJ) 

einander gleich. Wir stellen uns die Aufgabe, den gemeinschaftlichen 
Werth dieser beiden Ausdrücke für den Fall zu ermitteln, dass der 
Punct a längs der #-Axe ins Unendliche, mithin ß in das Centrum 
der gegebenen Kugelfläche rückt. 

Bezeichnet man den Fusspunct der Normale N mit ff, den nach ö 
laufenden Kugelradius mit It, und den Winkel dieses Radius li gegen 
die positive rr-Axe mit w, und denkt man sich ausserdem den Punct « 
auf dieser positiven #-Axe gelegen, und bereits in ungemein grosser 
Entfernung vom Kugelcentrum, so ist bekanntlich: 

«11.) T a = 1 + 2°4n V* ( cos «*)• 

Hieraus wird der Differeutialquotient von T a nach # a zu berechnen 
sein mittelst der Formel: 

dT a dT a dr a dr a ( 

(12 - } W = Jr~ d» > W0 rfSI = 2* t i8t ' |V 8 L ^ P- 161 * 



et a a 



Um das hier auftretende £ = + 1 zu bestimmen, machen wir von 
.Neuem darauf aufmerksam, dass der Punct a längs der positiven 
X'Axc bereits in eine ausserordentlich grosse Entfernung gerückt sein soll 
Alsdann übersieht man sofort, dass & a bei tvachsendetn r a abnclimen 
wird*), dass also jenes e in der zweiten Formel (12.) den Werth — 1 

*) Vgl. den Satz p. 103. 
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hat Solches constatirt, ergiebt sich nun aus den beiden Formeln (12.): 

§flf d* a ~~ 2a § « dr a > 
also mit Rücksicht auf (11.) 

fc ar « . l fc3 /l , n S°(*+l)J*" -o , \ 

*■ w a = + 2« *. (^ + 2 -&- * («» «)) • 

In Folge der ausserordentlich grossen Entfernung des Punctes a ist 
aber das geometrische Mittel £« seiner beiden Polabstande nur un- 
merklich verschieden von r a . Man kann somit £ a = r a setzen, und 
erhält alsdann: 

t*w a = + ij(* + -2 <?t- Pn ( C0SM; )J- 

Hieraus folgt durch Differentiation nach R: 

d / fc ö T a\ 1 "^ n (n + 1) Ä"- 1 ^ , s 

ä* (k w a ) - 2« J, %- p * ( cos H 

oder falls man jetzt schliesslich den Punct a wirklich ins Unendliche 
rücken lässt: 



d / fc &T a \ i \ i • coflir 

■ä(€- ?»-) = 2 <r p » ( C08 »)» d - L - — > 



oder weil w == (ß, x) ist: 

Diese Formel (13.) bleibt offenbar in Richtigkeit, wenn man in ihr 
auf beiden Seiten die Richtung des Radius 72 mit der entgegengesetzten 
Richtung vertauscht. Mag man also unter der Normale N die eine 
oder die andere Richtung verstehen, stets wird 

(\ A \ d ( t V T a\ CQ8 ( N, X) 

( 14 - } jnI«-»;)" — ä — 

sein, falls man nur den Punct a auf der positiven x-Axe in unend- 
licher Ferne sich vorstellt. 

Zu genau denselben Formeln (13.), (14.) gelangt man übrigeng 
auch dann, wenn man a längs der negativen x-Axe ins Unendliche 
rücken lässt. Allerdings wird in diesem Fall in (11.) % — tv statt u? 
zu setzen sein. Diese Aenderung wird aber dadurch compensirt^ dass 
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alsdann das € in (12.) nicht mehr = — 1, sondern = + 1 ***>• Somit 
ergiebt sich folgender Satz: 

Der gemeinschaftliche Werth der "beiden in (9.) angegebenen Aus- 
drücke: 

(15.) ffi{^w) md /n(^3sJ) 

wird, falls man a längs der positiven oder negativen x-Axe ins Unend- 
lich rücken, mithin ß in das Centrum der gegebenen Kugelflädw hinein- 
fallen lässt, über gclum in: 
/jgx co8(N,a;) 



a 



wo 2 a den gegenseitigen Abstand der beiden Pole A } Ä vorstellt, während 
(N, x) den Neigungswinkel der Normale N gegen die positive x-Axe be- 
zeidmeL Uebrigetis kann man den in Bede stellenden Grenzwerth (16.) 
anch so sei treiben: 

falls man nämlich die rechtwinkligen Coordinaten des Fusspunctes der 
Normale N mit {x, y, z) bezeichnet 

§ 7. 
Ueber eine auf die Probleme der Hydrodynamik anwendbare 

combinatorisehe Methode. 

Man kann von den Potentialfunctionen eines gegebenen 
Haumes 9t sprechen, indem man nach dem Vorgänge von Lipschitz 

und anch wohl anderer Mathematiker, unter einer solchen Function 

i 

das Potential irgend welcher Massen versteht, die theils ausserhalb 
theils auf der Grenze des Raumes 9t liegen. 

Diese Potentialfunctionen sind von grosser Wichtigkeit für die Pro- 
bleme der Wärtnevertheilung, ferner für die Probleme der Elektrostatik, 
der Elektrodynamik und des Magnetismus, und endlich auch für gewisse 
Probleme der Hydrodynamik. In der That drehen sich fast alle Pro- 
bleme der genannten Disciplinen um die Auffindung derjenigen Potential- 
funetion eines gegebenen Raumes 9t, welche an der Grenze von 9t ge- 
gebenen Bedingungen entspricht. 

# Ist (x, y, z) ein variabler Punct innerhalb des gegebenen Raumes 9t, 
und ist ferner <t> =» <t>(x,y,z) irgend eine Potential funetion des Raumes 9t, 
so wird diese Function offenbar folgende Eigenschaften besitzen: 

(A.) *, d ~, g-, jj stetig, und A<t> = 0, innerhalb 9t. 
Ist insbesondere der Raum 91 ein sich nach allen Seiten ins Unendliche 
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erstreckender, z. B. der Aussenraum einer gegebenen Kugelflache, so 

wird jedwede Potentialfunction <t> = <t> (x, y, z) dieses Raumes 9ft, ausser 

den Eigenschaften (A.), auch noch die besitzen, dass <t> für alle sich 

ins Unendliche entfernenden Puncte (x, y, z) gegen einen Werth von 

der Form 

M 
(B.) — 

convcrgirl, wo M eine Constante bezeichnet, während r die Entfernung 
des Puuctes (x, y, z) von irgend einem festen Puncte vorstellt. Und 
demgemäss werden in diesem Fall 

. d<t> £<D 0<t> 0*<t> d»<t> 
(C -> °' dx> äjT' Ti' dx*> dxdy> ctc ' etc ' ctc ' 

für alle sich ins Unendliche entfernenden Puncte (x, y, z) gegen Null 
convergiren. 

Dies vorangeschickt, wollen wir nun die zu exponirende combina- 
torische Methode zunächst in möglichst allgemeinen Umrissen zur An- 
schauung bringen, sodann dieselbe aber durch geeignete Specialisirung 
der zu lösenden hydrodynamischen Aufgabe anpassen. — Es seien 
irgend zwei geschlossene Fläclien 6 und 6 gegeben, entweder ineinander- 
geschachtelt, oder nebeneinander liegend; und der von diesen beiden 
Flachen begrenzte Raum sei mit 91 bezeichnet. 

Sind z. B. a und c zwei Ellipsoidflächcn, so wird der von ihnen 
begrenzte Raum SR ein schaalenförmiger sein, falls a und a ineinander- 
geschachtelt sind. Liegen hingegen die beiden Ellipsoid flächen o und <r 
nicht ineinander, sondern nebeneinander, so wird der von ihnen be- 
grenzte Kaum SR offenbar nichts Anderes sein als der unendliche Aussen- 
raum der beiden Ellipsoidflächen, d. i. derjenige Baum, welcher die 
beiden Ellipsoide wie zwei Inseln umgiebt, und nach allen Seiten ins 
Unendliche reicht. Die Flächen a und a können aber z. B. auch zwei 
ringförmige Flächen sein. U. s. w. 

Bepräsentirt nun K eine gegebene Constante, ferner F = F(x, y, z) 
eine ganz adlibitum gegebene Function (also keine Potentialfunction 
des Raumes 9ft), und soll eine Potentialfunction <J> = (x, y } z) des 
Baumes SR ermittelt werden, welclie an den beiden Begrenzungsflächen ö 
und ö dieses Baumes den Bedingungen entspricht: 

(ß-) |n = > au f*o> 

wo N die Normale von 6, respective a bezeichnet, — so gilt, was die Lö- 
sung dieser Aufgabe betrifft, folgender Satz: 

Gelingt es, irgend weldie Potentialfunctimwn <J> 2 , <J> 3 , <J> 4 , <J> 5 , <t> 6 , 
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7 , etc. etc. des Raumes 9t m finden, die der Reihe tiacfi den Bedingungen 
entspreclien : 

dF _a<t>„ r a<t>, a<t> 8 f * 

m — dH' aur ö > jn = m> aut 6 »> 

2«>i_80. flü r Ä a<t> fl a<t> 7 . 

aü — Tn > auf 6 > w du > auf 6f » 

etc. etc. etc. etc. 

so wird jene eigentlidi gesuchte Potentialfunction dargestellt sein durch 
die unendliche Reihe: 

(».) O = ÜT(0 2 - 3 + 4 - 5 + 6 - 7 + - ), 

vorausgesetzt, dass diese Reihe- convergcnt ist 
Beweis. — Aus (ß.) folgt sofort: 

0n Ä \aN äN "T" dN aN "f" aN "äN "^ "/ 

Hieraus aber ergiebt sich speciell für die Fläche tf, mittelst der For- 
meln (y.) Unier Hand: 

d* v dF c ' 

äN = *3W' auf *' 

und andererseits speciell für die Fläche 6 , mittelst der Formeln (y.) 
rechter Hand: 

ä N = ^> au ^ <y °' ~~ ^' e# ^' 

§ 8. 
Speoiellere Form der angegebenen Methode für den Fall von 

zwei Kngelflächen. 

Die soeben exponirte Methode wollen wir jetzt auf folgende Auf- 
gabe in Anwendung bringen: An Stelle der beliebigen Flächen 6 
und 6 sind irgend zwei Kugelflächen (r) und (r ft ) des dipolaren Systems 
gegeben. Es soll diejenige Potentialfunction = (x, y, z) des von 
(r) und (r ) begrenzten Raumes SR berechnet werden, welche den Grenz- 
bedingungen entspricht: 

( La ) a n = K m ( 6a ä*f) ' auf der Flache W» 

Dabei soll a ein gegebener /es/er Punct auf der x-Axe des dipolaren 
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Systems sein, mit den Coordinaten (d- a , co a , 9>a, 60). Ferner soll T a 
den reciprocen Abstand des variablen Punctes (x, y, z) von diesem 
festen Puncte a bezeichnen; so dass also die im vorhergehenden § 
in (a.) auftretende Function F = F(x,y,z) im gegenwärtigen Fall die 

spccielle Gestalt: % a fäf besitzt. Endlich soll, ebenso wie damals, das 

K eine gegebene Constante sein. 

Bemerkung. — Je nachdem die Parameter t und t der beiden ge- 
gebenen Kugelflächen von gleichem oder verschiedenem Vorzeichen sind, 
werden offenbar diese Flächen ineinander oder nebeneinander gelagert 
sein. Und der von diesen beiden Flächen begrenzte Raum 8t wird 
daher im erstem Fall eine schaalenförmige Gestalt haben, im letztern 
Fall hingegen den unendlichen Aussenraum der beiden Kugelflächen 
repräsentiren. Wir werden vorläufig diese beiden Falle nicht weiter 
trennen, sondern beide gleichzeitig behandeln. Uebrigens gilt ganz all- 
gemein, im einen wie im andern Fall, wie man leicht übersieht, fol- 
gende Regel: 

Sind die Coordinaten &, co, 9 irgend eines Punctes gegeben, so wird der- 
selbe innerhalb oder ausserhalb des Raumes fR liegen, jenachdem das #, 
seiner Grösse nach, ztcisclien x — r , oder ausserhalb t....t gelegen ist. 

Was die Lösung der gestellten Aufgabe betrifft, so beginnen wir 
damit ; dass wir den auf der x-Axc liegenden festen Punct a an der Kugel- 
fläche (r) sich spiegeln lassen, und dieses Spiegelbild mit ß bezeichnen : 

(2.) a-(t)-ß 

Selbstverständlich liegt alsdann ß ebenfalls auf der x-Axe. Irgend 
einen dieser beiden Puncte a, ß bezeichnen wir mit 1, die nähere Be- 
stimmung hierüber uns noch vorbehaltend. Die Hinzufügung des festen 
Punctes ß, und die Einführung eines Punctes 1, der vorläufig einen 
beliebigen der beiden Puncte cc t 'ß vorstellt, wird weiterhin sich als 
sehr nützlich erweisen. 

Nach der neuen Eigenschaft der Spiegelpuncte [(9.) p. 163] ist 
offenbar: 

c 3 -) L (*• s«3 = ^ (^ z~4) = ^ ( Si ^0' auf der Flache (t) ' 

wo stets unter Tj die reeiproce Entfernung des variablen Punctes 
(x 7 y, z) vom Puncte j zu verstehen ist. Und mit Rücksicht hierauf 
nehmen die zu erfüllenden Grenzbedingungen (l.a, b) die Gestalt an: 

(4.a) yn = K ^ ^ d ^, auf der Fläche (r), 

(4.b) -ovj = 0, auf der Fläche (r ). 
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Lassen wir den Punct 1 alternirend an den Flächen (r) und (r ) 
sich spiegeln, und bezeichnen wir die so entstehenden Spiegelbilder 
mit 2, 3, 4, 5, . . ., entsprechend dem Schema: 

(5.) 1 - ( r ) - 2 — (r ) - 3 - (t) - (4) - (r ) - 5 - etc. 

so ergeben sich nach der neuen Eigenschaft der Spiegelpuncte [(9.) 
p. 163] die Formeln: 

(6.) 



d 

etc. etc. 



n \^ 3 wj — a"N \** wj> auf W> äN (** j*j — m v b di) } auf ^ 



etc. etc. 



wo die Tj die reciprocen Entfernungen des variablen Punctes (x, y, z) 
von den festen Puncten j bezeichnen. Dies vorausgeschickt, lässt sicli 
nun zeigen, dass die gesuchte Function <t> den Werth besitzt; 

(7.) <,. z(fc |S -«, |g + 8, |S_ fc |& + -....), 

vorausgesetzt, dass man dabei über die Lage des Punctes 1, d. i. über 
die noch offen gebliebene Frage, ob derselbe mit a oder mit ß zu 
identificiren sei, in zweckmässiger Weise entscheidet. In der That 
werden wir nachweisen, dass dieser für aufgestellte Ausdruck (7.), 
bei geeigneter Verfügung über jenen Punct 1, erstens den Grenz- 
bedingungen (1. a, b) oder (4. a, b) entspricht, zweitens eine Potential- 
funetion des gegebenen Raumes SR ist, und drittens endlich auch con- 
vergent ist 

Beweis der Erfüllung der Grenzbedingungen. — Differenzirt man 
die Formel (7.) nach der Normale N, so erhält man mit Rücksicht auf 
die Relationen (6.) linker Hand: 



fS = K 0N V» WJ> ftuf der Fläche W' 



'S 



und andrerseits mit Rücksicht auf die Relationen (6.) rccliter Hand: 

ttj = 0, auf der Fläche (r ). 

Demgemäss genügt also der von uns für angegebene Werth (7.) 
den zu erfüllenden Grentbedingungen (4. a, b). — Q. c. d. 

Beweis des Vorhandenseins der Potential-Eigenschaften. — Wir 
können über den Punct 1 noch disponiren, denselben nämlich nach 
Belieben, entweder mit a oder mit ß eoineidiren lassen. Haben wir 
aber in dieser Hinsicht eine bestimmte Wahl getroffen, so ergeben sich 
alsdann, von 1 aus, auch bestimmte Lagen der übrigen Puncte 2, 3, 4, 
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5, 6, , [vgl. (5.)]. Soll nun die Function <t> (7.) eine Potential- 

function des Baumes 9t sein, so muss dafür gesorgt werden, dass alle 
in jenem Ausdruck (7.) enthaltenen festen Puncte, nämlich 2, 3, 4, 5, 

6, . . ., (nicht 1), ausserhalb des Baumes 9t liegen. 

Man könnte versucht sein, dies dadurch zn erreichen, dass man fest- 
setzt, für den Punct 1 solle derjenige der beiden Puncte a, ß genommen 
werden, welcher innerhalb SR liegt. Eine derartige Festsetzung muss 
aber schon deswegen verworfen werden, weil derselben nicht unter allen 
Umstanden entsprochen werden kann. In der That kann nämlich der 
Fall eintreten, dass von jenen beiden Puncten a und ß keiner inner- 
halb 9ft sich befindet, vielmehr beide ausserhalb SR liegen. Dies wird 
z. B. eintreten, wenn SR ein schalenförmiger Baum ist, begrenzt von 
zwei concentrischen Kugelflächen (t) und (t ), und wenn gleichzeitig der 
gegebene Punct et im Centrum dieser beiden Flächen sich befindet 
Denn alsdann liegt ß, zufolge (2.), in unendlicher Ferne; so dass also 
a und ß beide ausserhalb dl sich befinden. 

Um dafür zu sorgen, dass 2, 3, 4, 5, 6, . . . . sämmtlich ausserhalb 
des gegebenen Raumes 9t liegen, bemerken wir zuvörderst, dass die 
Puncte a } ß, zufolge (2.), der Relation entsprechen: # -f- (fy = 2r, 
dass also die beiden Differenzen 

(#« — t) und (fy — r) 

entgegengesetzte Werthe, mithin auch entgegengesetzte Vorzeiclien haben. 
Unter diesen beiden Differenzen wird daher stets eine vorhanden sein, 
welche mit der gegebenen Differenz (r — x) von gleichem Vorzeichen 
ist Je nachdem nun (#„ — r), oder aber (^ — r) mit (r — r) im 
Vorzeichen übereinstimmt, wollen wir im ersten Fall den Punct a, im 
letztem den Punct ß zum Puncte 1 auserwählen. Wir setzen diso fest, 
dass zum Puncte 1 einer der beiden Puncte a, ß f mithin zur Grösse 6 , 1 
eine der beiden Grössen # a , <fy genommen werden soll, und zwar in 
solclier Weise, dass die Differenzen 

(8.) (4^ — r) und (r — t) beide von einerlei Vorzeichen sind. 

In der That lässt sich nachweisen, dass alsdann sämmtliche Puncte 
2, 3, 4, 5, 6, . . . ausserliaJb SR liegen. Um diesen Nachweis zu führen, 
erinnern wir zunächst daran, dass a und ß auf der x-Axe liegen, dass 
mithin Gleiches auch von 1, und also, nach (5.), auch von 2, 3, 4, 5, 
6, . . . gilt. Sodann notiren wir zu diesem Zweck die aus (5.) ent- 
springenden Relationen: 

(9.) a^ = © 2 = o 3 = cj a = © 5 = o 6 = . . .; [vgl. (B.) p. 154]; 

aus denen beiläufig folgt, dass diese cj-Coordinaten entweder alle = 
oder alle = n sind [vgl. den Anfang der Bemerkungen p. 102]. Ueber- 
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diess notiren wir, für den genannten Zweck, die ebenfalls aus (5.) sich 
ergebenden Relationen: 





#1 + #* = 2r, 


»* 


+ 


#3 = 2*o> 




*S ~f~ *4 = 2t, 


*4 


+ 


fr 5 = 2t , [vgl. (< 




#6 + » e = 2r, 


*6 


+ # 7 = 2t , 




etc. etc. 




etc. etc. 


aus denen 


successive folgt: 
» a = 2t - # u 






* 3 = 2t - -2* + »,, 


(10.) 


fr 4 — 4t — 2t - 


■*1, 




# 5 = 4t - 4t + » u 




& 6 == 6t — 4t — 


■»I» 




& 7 — 6t — 6t -f- & l , 




etc. etc. 






etc. etc. 



Dies vorangeschickt, unterscheiden wir jetzt aber zwei Fälle, je nach- 
dem die Differenzen (8.) negativ oder positiv sind. 

Erster Fall: Die Differenzen (8.) sind beide negativ. Führt man 
also zwei neue Grössen A, Ö ein, indem man setzt: 
(A.) 0-j = r — A und r = r — d, 

so sind A, d beide positiv. Substituirt man jetzt für d , 1 und r diese 
Werthe (A.) in die Relationen (8.), so gelangt man zu folgenden 

Formeln: 

r = r, r = (r — d), 

# 2 - r + A, », = (r - d) - (A + d), 

# 4 = r + A + 2d, fr 5= =( r _d)-(A + 3d), 

# 6 - x + A + 4«, » 7 - (r - d) - (A + 5*), 

etc. etc. etc. etc. 

woraus (weil A, d positiv sind) sofort folgt: 

(A'\) • - • • < # 7 < # 5 < # 3 < r < x < # 2 < » 4 < » e < 

Und hieraus ersieht man, dass die Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . säinmt- 
lich ausserhalb 9t liegen [vgl. die Bemerkung p. 168J. 

Zweiter Fall. Die Differenzen (8.) sind beide positiv. Setzt mau also: 
(B.) , l = x -f- E und r = r + *> 

so sind E, e beide positiv. In diesem Fall wird man statt der For- 
meln (A'.) offenbar folgende erhalten: 

x — r, r = (r + *), 

(B') *t-*-E, »3-fr + «) + (E + «), 

# 4 = r-E-2*, # 6 = (r + *) + (£ + 3*), 

*i = t - E - 4«, # 7 - (r + e) + (E + 5«), 
etc. etc. etc. etc. 
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aus diesen aber folgt (weil E, £ positiv sind) sofort: 

(B'\) • • • • > # 7 > # 5 > # 3 > r > r > # 2 > # 4 > # 6 > • - • • 

Und hieraus ersieht man, dass die Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... . sämmt- 
lich ausscrlialb SR liegen [vgl. die Bemerkung p. 168]. 

Im einen wie im andern Fall befinden sich also die in dem ana- 
lytischen Ausdruck der Function (7.) enthaltenen festen Puncte 2, 
3, 4, 5, ... . ausserhalb des Raumes SR. Folglich ist diese Function 
eine Potentialfunction des Raumes SR. — Q. c. d. 

Beweis der Convergenz. — Man kann die Formel (7.) offenbar 
auch so schreiben: 

(ii.) <t> = *,§(- in -gir, 

J — * j 

wo j den allgemeinen Punct der Reihe 2, 3, 4, 5, . . . repräsentirt> und 
Ej den Abstand dieses Punctes j von dem variablen Punct (x, y, z) 
vorstellt. Sind nun (x h t/j, zj) die Coordinaten des Punctes j (mithin 
!fj = Z J — fyy so er halt man: 

dE7 l d KT 1 dx. dx, e, 9 _ Ä % 

Dabei ist das €j = + 1. Somit folgt: 

dE r 1 _( f -* x j- x \( c j A- i x -*> t v 

Dies in (11.) substituirt, giebt: 



(12.) <t>=~2tä wo /j = (- iy ej ^-fi. 

Da nun die /} durchweg endlich sind, so ist zur Convergenz dieser 
Reihe nur erforderlich, dass der Ausdruck 

(13.) *2$ 



.3 



convergirt. Dass diess aber der Fall ist, lässt sich leicht zeigen. 
Nach (10.) ist nämlich: 

fr 2 = 2(r - r ) + (2r - *,), » 3 = - 2(r - r ) + » lf 

» 4 - 4(r - r ) + (2r - fr,), * 5 — — 4(r - r ) + *„ 

»• = 6(* - V> + (2r - *0, fr 7 = - 6(r - r ) + fr n 
etc. etc. etc. etc. 
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mithin allgemein: 

»* = 2p(r - r ) + (2r - fr,), fr^ = — 2p(r - r ) + » t . 
Hieraus aber folgt für ein exorbitant grosses p: 
(14.) fr, p = 2p(r — r ), fr 2p+1 = — 2p(r — r ). 

Nun ist allgemein für jeden beliebigen Punct (fr, cd, <jp): 

. {-^, »!_^. , [vgl. (15.), (25.) p. 105]. 

V^> y2 C08 »fr — 2 C08 (0 

Bildet man diese Formel für die Puncte 2p, 2p + 1, indem man für 
die fr-Coordinaten derselben die Werthe (14.) substituirt, und gleich- 
zeitig beachtet, dass die o-Coordinaten derselben entweder = oder 
= n sind [vgl. (9.)], so erhält man sofort: 

Nun sind aber die {; die geometrischen Mittel der betreffenden Pol- 
abstände, mithin stets positiv. Somit folgt: 

&2p = £ip+l = e pA ^ e -pA > 

d. i. 

wo A den absoluten Werth der Differenz (r — r ) vorstellt Und hier- 
aus, nämlich aus (15.), folgt sofort, dass die Reihe (13.) convergent ist 
— Q. e. d. 

Was, beiläufig bemerkt, das Zeichen ip im Nenner der Formel (15.) 
betrifft, so gilt entweder für sämmtliche £ das — Zeichen, oder aber für 
sämmüiche £ das + Zeichen; erste res, falls die Puncte 1, 2, 3, 4, 6, ... 
ausserhalb der Stelle AÄ liegen, letzteres, falls diese Puncte zwischen 
A und Ä sich befinden. 

Das Resultat dieser ganzen Untersuchung lässt sich schliesslich 
etwa folgendermassen zusammenfassen: Es repräsentire 9t den von irgend 
zwei Kugelflächen (r) und (r ) des dipolaren Systems begrenzten Baum; 
und dabei mag dahingestellt bleiben, ob diese beiden Fläclien ineinander 
oder nebeneinander liegen; sodass also unter 9t, je nach Umständen, 
entweder ein schaalenßrmiger Baum, oder aber der unendliche Aussen- 
raum der beiden Fläclien zu verstehen ist. Ferner sei a ein auf der x-Axe 
dieses Systems beliebig gegebener Punct, und ß sein Spiegelbild in Bezug 
auf die Fläche (r). 
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Bezeichnet man alsdann einen dieser Puncte a, ß mit 1, und zwar 
der Art, dass die beiden Differenzen 

(16.) (d,_ — r) und (r — x) einerlei Vorzeichen besitzen; 

m 

und construirt man ferner das zu 1 gehörige System von Spiegclpuncten: 
(17.) 1 - (r) - 2 - (r ) - 3 - (r) — 4 - (r ) — 5 — etc. etc., 
so wird der Ausdruck: 

(18.) = jK (| s ^-| 3 ga + g i ^_g 5 |^ + _....); t 

wo die Tj die reeiprocen Entfernungen eines variablen Punctes (x, y, z) von 
den festen Puncten j vorstellen sollen, eine Function von (x, y, z), und zwar 
eine Potentialfunction des gegebenen Baumes 9t sein. Zugleich 
wird diese Function den Bedingungen entsprechen: 

(19. a) ^ = K- d ji [ta db "), auf der Fläche (r), 

(19. b) £J- = 0, auf der Fläelie (* ). 

Dabei bezeichnet das K eine beliebig gegebene Constantc. 

Znsatz. — Insbesondere ist durch die vorhergehende Untersuchung 
constatirt, dass sämmtliche Puncte 2, 3, 4, 5, . . . ausserhalb des Itaumts 
9i liegen, und dass ihre Coordinaten, von denen des Punctes 1 aus, sich 
bestimmen mittelst der Formeln: 

»i = o 2 = o 3 = co 4 = © 5 = (öq ===== o 7 = etc. etc. 
und der Formeln: 

# 2 = 2r - » lf # 3 = 2r - 2r + fr If 

# 4 = 4r - 2r - *„ * ß = 4r - 4r + * lf 

^ = Gt — 4r - #,, #- = Gr — 6r + fr lf 

etc. etc. etc. etc. 

[Vgl. (9.), (10.) p. 171.] Ordnet man ferner die ^-Coordinaten jener 
Puncte und die beiden Constanten t, t ihrer Grösse nach, so erhält 
man, wie ebenfalls aus den vorhergehenden Untersuchungen sich ergiebt, 
[vgl. (A".), (B".) p. 171J folgende Reihe: 

# 7 ^ #. ^ #, ^ r <^ r ^ #2 ^ #4 ^ #6 

wo entweder durchweg das obere Zeichen «), °^ cr a t> er durchweg das 
untere Zeichen (» gilt, erstercs, falls die beiden Differenzen (16.) negatir, 
letzteres, falls sie positiv sind. 
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§9. 
Weitere Specialisirung des redetet erhaltenen Satzes. 

Wir wollen jetzt den Punct <r, der auf der x-Axe beliebig gegeben 
sein sollte, längs dieser x-Axe ins Unendliche rücken lassen, wobei 
gleichzeitig ß in das Gentrum c der Kugelfläche (r) rücken wird. 
Solches ausgeführt, ist & a = [vgl. p. 106], und 4fy = 2r [vgl. z. B. 
p. 101]. Hieraus folgt 



*0 


— X 


K 


— X 


*o 


— X 



— X 



(B.) *~ x = -°-~- = *• - 1, 

v/ Vp — X X X 7 

Nach (16.) ist nun zum Puncte 1 der Punct a zu erwählen, falls der 
Quotient (A.) positiv ist, hingegen der Punct ß 7 falls (B.) positiv ist 
Mit Rücksicht auf die hier für (A.) und (B.) gegebenen Ausdrücke er- 
giebt sich also, dass für 1 der Punct a oder ß zu nehmen sein wird, 

je nachdem ~ < 1 oder > 1 ist. 

X 

Gleichzeitig wird, falls man jenen Punct a längs der #-Axe ins 
Unendliche rücken lässt, die rechte Seite der Formel (19. a) über- 
gehen in 

^~— , [vgl. den Satz p. 165]. 

Führt man daher an Stelle der Constanten K eine neue Constante G 
ein mittelst der Relation K = aG, so gelangt man durch die in Rede 
stehende Specialisirung zu folgendem Satz: 

Theorem. — Es repräsentire 91 den von irgend zwei Kugelfläclien 
(r) und (r ) des dipolarcn Systems begrenzten Raum, wobei wieder dahin- 
gestellt sein mag, ob die beiden Flächen ineinander oder nebenein- 
ander liegen, ob also 91 selber ein schalenförmiger Raum, oder aber der 
unendlidie Ausscnraum der beiden Flächen ist Ferner bezeicJinc 1 ent- 
teeder den uncndlicli fernen Punct der xr-Axc, oder aber das Centrtm c 

der Kugelfläche (r), je nachdem der Quotient — < 1 oder > 1 ist. Con- 

struirt man alsdann die zu diesem Punct 1 gehörigen Sjnegelptawte : 
(20.) 1 - (r) — 2 — (r ) — 3 — (r) — 4 - (r ) — 5 - etc. etc., 

so wird der Ausdruck: 

(21.) ♦-Ga(fcJg-4!£ + «,g;-fc!3 + -.-..), 
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wo Tj die reciproce Entfernung eines variablen Fundes (x f y f e) vom festen 
Punct j vorstellen soll 9 eine Function von (x, y, z) } und zwar eine Poten- 
tialfunction des gegebenen Raumes SR sein. Gleichzeitig wird diese 
Function dm Bedingungen entsprechen: 

(22. a) Ott = G cos (N ; x) y auf der Fläche (t), 

(22. b) |^ = 0, auf der Fläche (r ). 

Dabei bezeichnet G eine beliebig gegebene Constante. 

Znsatz. — Hiebei ist, wie aus dem Znsatze p. 174 sich ergiebt, noch 
Folgendes zu bemerken. Die Puncte 2, 3, 4, 5, ... liegen sämmilich auf 
der x-Axe und ausserhalb des Baumes tR. Und die Coordinaten dieser 
Puncte bestimmen sich, von denen des Punctes 1 aus, mittelst der 
Formeln : 

a> i = o 2 = © 3 = © 4 =* o 5 = etc. etc., 

und der Formeln: 

# 2 = 2x — fr u # 3 = 2r — 2r + *i, 

# 4 = 4r - 2r - » l9 ft 5 = 4r - 4t + » 19 

&g = 6t — 4t — ^j, # 7 = 6t — 6t -f- 0- lt 

etc. etc. etc. etc. 

Ordnet man ferner die ^-Coordinaten dieser Puncte und die Constanten 
r, r ihrer Grösse nach, so erhält man die Reihe: 

# 7 ^ # 5 <> # 3 ^ T ^ T ^ % t <> #< <> # 6 <> , 

wo entweder durchweg das obere, oder aber durchweg das untere 
Zeichen gilt. 

§ 10. . 

Wiederaufnahme der früher (p. 113) behandelten 
hydrodynamischen Aufgabe. 

Bei jener Aufgabe hatten wir für das Geschwindiglceitspotentitd <t> 
der Flüssigkeit die Bedingungen erhalten: 

(23.) <D, ||, |^, |* stetig, und A<D = 0, im Räume SR; 
(24. a) fL = G cos(N, #), auf der Fläche oder (t); 

(24. b) |J = 0, auf der Fläche tf oder (r ); [vgl. (10.), (11. a, b) p. 116]. 

Dabei repräsentirt SR einen schalenförmigen Kaum, der begrenzt ist 
von den beiden Kugelflächen ö und tf . Und diese Flächen können 
angesehen werden als zwei Kugelflächen (r) und (r ) eines gewissen 
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dipolaren Systems. Die Mittelpuncte c und c dieser Kugelflächen 
liegen beide auf der vertikal nach oben laufenden a-Axe, und 
zwar c oberhalb des Poles 
A(ft= + oo), und c ober- 
halb c. Vgl. die beistehende 
Figur. Demgemäss sind z. B. 

Ix selber, und d = t — r 
positiv, mithin -° < 1; 

woraus folgt, dass 

( 26 -) \ fs= ^ = e - { ^ ) 

positive ächte Brüche sind. 

Das den Bedingungen 
(23.), (24. a, b) entsprechende 
Geschwindigkeitspotential 
wird nun nach dem zuletzt 
gefundenen Theorem (21.) den 
Werth haben: 

(27.) 0-ö ft (8,|S_ fc |i 

Dabei bezeichnen T i7 T s , T^... 

die reciprocen Abstände des 

variablen im Räume 3ft, d. i. in der Flüssigkeit liegenden Punctes 

(x 7 y, 0) von gewissen festen Puncten 2, 3, 4, ... . Diese letztern 

liegen sämmtlich auf der z-Axe, und können, auf Grund des genannten 

Theorems, ihrer Lage nach sofort näher bezeichnet werden. 

Nach (25.) ist nämlich im gegenwärtigen Fall -- < 1. Zufolge 

jenes Theorems (p. 175), wird daher der Punct 1 auf der x-Axe im 
Unendlichen liegen, mitbin m l = f> t = sein; während die übrigen 
Puncte 2, 3, 4, 5, . . .. dem Schema zu entsprechen haben: 

(28.) 1 _ ( T ) — 2 — (r ) — 3 - (r) — 4 - (r ) — etc. etc. 

Da 1 im Unendlichen liegt, so wird also z. B. der Punct 2, diesem 
Schema entsprechend, identisch sein mit dem Centrum c der Kugel- 
fläche (r). 




Ninmtnn, Hydrodynamische Untenuchungcti, 



12 



178 



Wiederaufnahme der hydrodynamischen Aufgabe. 



Bemerkung. — Behufs der weiteren Betrachtungen erscheint es zweck- 
mässig, Alles, was in Betreff der geometrischen Lage und analytische» 
Bestimmung der Puncte 1, 2, 3, 4, ... bekannt ist, hier zusammen- 
zustellen. Auf Grund des Zusatzes (p. 176) wissen wir, dass die Puncte 
2, 3, 4, 5, . . . sämmtlich auf der x-Axe, und ausserhalb des schaalen- 
förmigen Raumes 9i liegen. Da ferner 1 auf der a-Axe im Unendlichen 
sich befindet, mithin Oj = #, = ist, so ergeben sich aus jenem Zu- 
satz die Formeln: 

(a.) co 2 = cj 3 = cj 4 = co 5 = = NuU, 



iß-) 






— -2*, 
= -4*, 
6*, 

= -8<J, 

etc. etc. 



x 



(2t) 



Ü 



ferner die Formeln: 

# 2 = 2r, 

# 4 = 2r + 2<J, 

# 6 = 2r + Ad, 

# 8 = 2r + G<J, 
etc. etc. 

wo S = t — r ist. Desgleichen ergiebt sich die Formel: 
(y.) ... # 7 < # 5 < # 3 < r () < x < # 2 < # 4 < # 6 .. 

In der That ist in dieser letzten Formel im gegen- 
wärtigen Fall durchweg das Zeichen < am Platze; 
denn nach (25.) ist t < t. Aus der Formel (y.) 
ersieht man nun sofort, dass die Puncte 2j, d. i. 

2, 4, 6, innerhalb der Engelfläche (t), und 

dass andrerseits die Puncte 2j + 1» d. i. 3, 5, 
7, .... ausserhalb der Kugelfläche (t ) liegen. 
Uebrigens kann man die Lagen dieser Puncte 
innerhalb der einen und ausserhalb der andern 
Kugelflache leicht noch genauer angeben. Da 
nämlich z und d positiv sind (25.), so folgt aus (ß.): 

(«.) 2r = # 2 <# 4 <# 6 <# 8 <. .<oo. 

Nun ist aber 2 t die #-Coordinate des Centrums 
c der Kugelfläche (x), andrerseits <x> die #-Co- 
ordinate des Poles A. Somit folgt aus (f.), unter 
Rücksichtnahme auf («.), rfass sämmtliche Puncte 
2j, d. i. 2, 4, 6, 8, . . . zwischen c und A liegen; 
wie solches auch angedeutet ist in der neben- 
stehenden Figur. 

Ferner folgt aus (ß.), weil d positiv ist, sofort: 

(fc) — cx><....<^ 9 <^ 7 <# r ,<^ 3 <0. ' 

Nun ist aber — oo die 4r-Coordinate des Poles A\ während andrerseits 
die angesehen werden kann als die #-Coordinate eines auf der x-Axe 
in unendlicJier Tiefe gelegenen Punctes. Somit folgt aus (£.), unter 

Rücksichtnahme auf (a.), dass alle Pnncte 2j + 1, d. i. 3, 5, 7, 9, 

unterhalb des Poles Ä liegen; teie solches auch angedeutet sich findet 
in der nebenstehenden Figur. 



c») 1 ^ 



(-»> 



yz 



Ä 



*j + 1 
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§ IL 
Berechnung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 

Nach (25.) p. 105 ist ganz allgemein % = — — ; sodass also die 

Formel (27.) auch so geschrieben werden kann: 

(28.) 4» - 2a*G f-i-, d - T * _ JL |£ + JL |£ _ + . . .Y 

Sabstituirt man aber dieses <J> in den Ausdruck der lebendigen Kraft 
der Flüssigkeit: 

(29.) T — — 9 -~ ff<X> cos (R, x) da, [vgl. p. 1 16 (14.)], 

so erhält man: 

wo alsdann die U's folgende Bedeutungen haben: 

U v =ffT v cos(R,x)d(t > 

(Ol.) 

Uy+i = ff T iJ+ i cos (R, x) de, 

die Integration [ebenso wie in (29.)] ausgedehnt gedacht über alle 
Elemente da der inneren Kugelfläche ö oder (r). Dabei bezeichnet R 
den nach einem solchen Element dö hinlaufenden Kugelradius, und 
(R,x) den Neigungswinkel dieses Radius gegen die positive x-Axe. 
Ferner sind in (31.) unter T 2j und T2/+1 die reeiprocen Abstände des 
Elements da von den festen Puncten 2j und 2j + l zu verstehen. 

Bringt man auf die Integrale (31.) den Hülfssatz («.), (ß.), (y.) 
p. 133 in Anwendung, und beachtet man dabei die in der Figur p. 178 
markirte Lage der Puncte 2j und 2 j -f- 1? so erhält man: 

Utj = * r 2j cos (r 2jy x) = — ~ r*,, 

Rh-i— Tlf""") r v+t cos (tv+i, *) ! 3 2 -; 

hier repräsentiren r 2J und r2/+i die vom Centrum c der Kugelfläche 6 
oder (r) nach den Puncten 2j und 2j + 1 hinlaufenden Linien; sodass 
also z. B. die Winkel (r iJf x) und (ry+i, x) sämmtlich = 180° sind. 
Aus (32.) folgt nun sofort: 

1 <> U 2j An 1 d r 2j 

(33.) V*v ^ ~ 3 V+v ***> 

1 d lJ ij+\ ,8« 1 / li \3 ^ r 2/+l 



, 8w 1 / R V 
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Nach der Figur p. 178 ist offenbar r 2j = x c — x 2 j und r^i = x e — #2/+i> 
mithin: 

d r ij %*%}_ _2a 

3FT" = ~ d* = *T"' [vgL p ' 103 ' toÜ- 
Somit folgt aus (33.): 

(34.) V ^ '** ~ 3_ ^ ' 

Nach (ß.) p. 178 ist: # 2> = 2r + (2j — 2)*, und # 2 >+i — — 2/d; 
folglich: 

^,+x - (e* - €T^)», [vgl. p. 103, («.)]. 

Nimmt man von diesen Ausdrücken die positiven Quadratwurzeln, und 
beachtet dabei, dass r, ö,j positiv sind, so ergiebt sich: 

1/^1 = e" — er" ' = e" (1 — *-**), 

also, falls man Rücksicht nimmt auf die in (26.) eingeführte Bezeich- 
nungsweise: 

y inj+t = — - — 
Bringt man ferner die allgemeine Formel 

^=±(^w^-ir [p - 103 ' (£ - )] 

auf die Entfernung r^i d. i. auf die Entfernung (c, 2j -f- 1) in An- 
wendung, und beachtet man dabei, dass & e = 2r und #2/4-1 = — 2jd 
ist, und dass r, d, j sämmtlich positiv sind, so erhält man: 

2o (e»*- g -^) _ 2a(l-e-^-^) 
*VM = (e 2. _!)(!« e -**) (1 - e -*) (l - e~*0 ' 

oder mit Benutzung der in (26.) eingeführten Bezeichnungen: 

ta(l - «7*0 



(b.) r J/+1 



(l -«*)(! -/*>) 
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Dividirt man aber diese Formel, und die von früher her bekannte 
Formel 

(c.) B -i~^« [Tgl. (f.) P- 136], 

durcheinander, so folgt: 

Substituirt man jetzt die Werthe (a.) und (d.) in (34.), so erhält man: 

2^2, Sna ( qf*- 1 ^ 3 



(35.) ' *jf 






*Wi- i 16wa / g/^ 



._ , 16*q ( qf J V 
-+ 3 Vl-aW 



(36.) J=pa»ß^ 

«5 



>^ 8 *v+i ' a Vi-aV" 

Und substituirt man nun ferner diese Werthe (35.) in die Formel (30.), 
so ergiebt sich: 

a|\r-^v +\i-«vv + \r=Tvv "* 

+<rffe.)+K.--^)+'G--^/.)+--| 

wo die Glieder erster Zeile den Puncten 2j, die der zweiten Zeile 
den Puncten 2j + 1 entsprechen. Diese Formel (36.) reducirt sich 
sofort auf: 

(37.) r-YWe-lG^+sKTf^)")- 

Und hieraus folgt, falls man für 2 a den aus (c) entspringenden Werth: 
2a = ~"~ g substituirt: 

(38.) r- V i?8G2 { ! + 3 (i - ffls {~^f)\ 

Verschiedene Darstellungen der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 
— Bezeichnet man in (38.) den in der geschweiften Parenthese ent- 
haltenen Ausdruck mit F f und beachtet man, dass G nur Abbreviatur 

ist für -r^, so erhält man: 

(39.) T = ? * U 3 FG 2 = ? ? II 3 F (^) 2 , 

wo alsdann -F die Bedeutung hat: 

(40.) F-l+Sd-^K^)* 
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Demgemäss kann dieses F auch so dargestellt werden: 



^=00 



(41.) F= 1 + 3 (1 - g 2 ) 3 JV f' (l + H*P j + 6<z7*> -\ ), 

oder mehr übersichtlich geschrieben, auch so: 

(42.) F= 1 + 3 (> -/ y '2 (™ (MW + 2 j- («/¥+ ^ Ö/») T +-~) 
oder, was dasselbe, auch so: 



•2 \ 3 > =co *= 



(43.) F - 1 + 3 (- 1 -- «•)• ^g ^ (— «~ W + > 

oder, falls mau jetzt die Suiumation nach j wirklich ausführt, auch so: 

(44.) F- 1 + 3 ^— j 2 ( - 2 - -j- ^w)- 

Der analytische Charakter des Ausdrucks der lebendigen Kraft. — 
Der in dein Ausdruck (39.) der lebendigen Kraft enthaltene Factor F 
ist, zufolge der Formeln (40.) bis (44.), eine Function von q und /; 
und diese Argumente q und f waren definirt durch die Formeln (26.). 
»Setzt man also: 

(45.) q = e~ f , und ebenso: q = cr~ to y 

so hat f den Werth: 

(46.) f-j~ 

Und man kann demgemäss also jenes in (39.) enthaltene F als eine 
Function der beiden Argumente q un3 q ansehen, was angedeutet 
werden mag durch die Formel: 

(47.) F = F (</, 8o ). 

Diese beiden Argumente q und q reduciren sich aber in Wirklichkeit 
auf ein einziges Argument, nämlich auf die Centraldistam E der beiden 
Kugelflächen (r) und (r () ); wie sich solches sowohl durch geometrische 
Anschauung, als auch durch analytische Untersuchung leicht darthun 
lässt. Ich werde der Bequemlichkeit halber den letztern (d. i. den analy- 
tischen) Weg einschlagen. 

Bezeichnet man für den Augenblick die x-Coordinaten der beiden 
KugelHächencentra c und c () im Coordinatensystem (#, y, z) mit x 
und x 01 und beachtet man, dass c oberhalb c liegt (Figur p. 177), so 
ergiebt sich für jene Centraldistanz E der Werth: 
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und gleichzeitig ergiebt sich: 



2* 



+ l <? to + 1 



x = a ^_ ■- , x = a -^X- , [vgl. (/l) p. 103], 
oder unter Anwendung der Grössen q, q (45.): 



2 



1 + 2» l + 2o 



(f.) ^--«?=f. + «- , 



1-«" - 1-gJ 

Somit folgt: 

Ferner ist nach (c.) p. 181: 

(g) a = li X -7—, a — iL * 7-^ , 

wo 7i und fi die Radien der beiden Kugelflächen vorstellen. Sub- 
stituirt man jetzt diese beiden Werthe von a in die Formel (f.), und 
zwar den einen in erster, den andern in zweiter Stelle, so erhält man: 

(48. .) E - - i< ' +.«" + ll \JJ' ; 

andererseits ergiebt sich aus den beiden Formeln (g.) durch Sub- 
traction : 

(48. b) --2ll=!- , + H D i^. 

Die Radien M und Il der beiden Kugelflächen sind aber gegebene 
Constanten. Und die Formeln (48. a, b) zeigen also, dass die beiden darin 
entltaltencn Argumente q und q lediglich von E abhängen. Q. e. d. 
Demgemäss wird also jenes F (47.) in letzter Instanz lediglich eine 
Function von E sein, was augedeutet werden mag durch die Formel: 

(49.) F=F(E). 

Die Grösseu q und q sind nach (48. a t b) lediglich Functionen von E. 
Demgemäss bietet sich die Aufgabe dar, q und q wirklich durch E 
auszudrücken, und ferner die Ableitungen von q und q nach E zu be- 
rechnen. Zu diesem Zwecke wollen wir die Formeln (48. a, b) einmal 
addiren, das andere Mal subtrahiren. Alsdann ergiebt sich: 

E— — R ■- + lt - , 

E=-liq +li q Q . 

Differenzirt man jetzt diese beiden Formeln nach E, und bezeichnet 
man dabei die Differentialquotienten von q und q nach E, respective 
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mit q\ q' 0l so erhält man: 

1 = -^TT — -^oJi 



l = -Rq'+B q . 
Ferner folgt aus (a.), falls man einmal B , das andere Mal JB eliminirt: 

^(flJ-O-^&C 1 -«')- 

In gleicher Weise ergiebt sich aus den Formeln (ß.): 

Dividirt man jetzt die Formeln (8.) durch die Formeln (y.)» 8 ° er " 
hält man: 



(«0 



d log g 
dE 


= 


«_ 

2 


= 


1 

E 


1 + 
1 — 




d log & 


• 




= 


1 


1 + 
1 — 


2 8 



(f,) d-B ~ E (t _ 



Nun ist nach (46.): log /" = log q — log q„. Somit folgt aus (*.): 

Ü Zl = 1 2 («o ~ «*) 

- -(i-,0(i-ö' 

Ferner ergiebt sich aus (a.), falls man einmal g , das andere Mal q 
eliminirt: 

<*> * +\— L EB VZ + t-O* 

/E* + B\ - E 2 \ 

<♦■> ^-(-^ — )ft+i-o. 

Die quadratische Gleichung (ij.) t welche g als Function von E bestimmt, 
besitzt im Ganzen zwei Wurzeln, deren Product, zufolge (77.)» ==• 1 sein 
muss. Da nun die eine dieser beiden Wurzeln das gesuchte q reprä- 
sentirt, mithin positiv uud < 1 ist [vgl. (26.)], so wird die andere eben- 
falls positiv, aber > 1 sein.» Demgemäss können wir also sagen: Die 
lediglich von E abhängende Function q bestimmt sich analytisch als die 
kleinere der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (17.). Und 
ebenso wird offenbar die ebenfalls nur ton E abhängende Function q 
analytisch zu bezeichnen sein als die kleinere der beiden Wurzeln der 
quadratischen Gleichung (&.). Ausserdem gelten für die Differential' 
quotienten dieser beiden Functionen die in (f.) aufgeführten, durch Ein- 
fachheit ausgezeichneten Formeln. 

Von Wichtigkeit ist es nun für unsere weitem Betrachtungen, 
das Vorzeiclien der in (49.) angegebenen Function F=F(E) } und 
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ebenso das der abgeleiteten Function F* (E) zu untersuchen. Ich werde 
zeigen, dass diese Vorzeichen stets positiv sind. 
Die Formel (40.) lässt sich darstellen: 

(50.) F= 1 + 3 (y> + <p* + tf + • • • + g»; + ), 

wo alsdann q>j die Bedeutung hat: 

Nun sind aber q, q, f positive ächte Brüclhe [vgl. (26.) und (45.)]. Somit 
folgt aus (51.), dass die % sämmtlich positiv sind. Gleiches gilt somit 
auch von F selber (50.). 

Was ferner die Differentialquotienten nach E betrifft, so ergiebt 
sich aus (51.): 

d log q>j _ d log <Pj 0£ djog <pj dq 
~dE df~ dB ~* dq ~ dE> 

= \f "T" x _ /ftJjdE t- V 1 - ? "*" x-tffjJdE' 

oder, was dasselbe ist: 

rti *\ * log v > j (l + g V) <* log /- - 2 g Vi - f *>) dlogg 

Substituirt man aber hier die früher gefundenen Werthe: 

d log q _ l l+_5o 
du;" ~~ E i __>' 

d log /" 1 2 ( 9 * - q 2 ) 

"dir - 2; (TrV)"(i - $ ' [ g • ( } ' (&) p * 184] ' 

so erhält man: . 

r^ 2 ^ _ rf ,og *> _ 2 tä ~ **) u 

kp*.) - dE -E(i-j)(i-$(i-ef*'y 

wo U zur augenblicklichen Abkürzung steht für den Ausdruck: 

U =j (i + j«/*) - (i + <$ ^£-=£2. 

Dividirt man das zweite Glied dieses Ausdrucks im Zähler sowohl wie 
im Nenner mit gj, und beachtet dabei, dass — «=/*ist, so ergiebt sich: 

n - j (i + aV") -(i+gp 'VlT^ » 
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oder, weil q f=q ist: 

(g.) u = j ( i + ut- j ) -(/•* + « 2 ) ~r f T • 

Der am Ende dieses Ausdrucks stehende Bruch ist = 1 + /"* +/*••• + f**"*. 
Somit folgt: 

(53.) U=j(l +?fV) - (/•*+/«+/«... +/^)_ tf+ < ff>+qY~+tfr>-*). 

Versteht mau nun aber unter Sß , ^, $ß 4 , . . . Sß^— ^ folgende Producte: 

*o = (1 - «") (1 - f") - (1 + 97«) - («* + /*), 

% = (i - <rn (i - r*-*) - (i + 9*^0 - (aV" + /*-•* 

(54.) *ß 4 = (1 - qY) (1 - Z^- 1 ) = (1 + «T»') - (97* + r*- 4 ), 

%»-, = (i - q^-*) (i - n = (i + 97^ - öt*-" + n 

und bildet von all diesen ^Producten die Summe, so erhält man sofort: 
(55.) ?, + *, + fc'-' + ^-U,, 

wo U den in (53.) angegebenen Ausdruck vorstellt. Da nun q 9 g 0l f 
positive ächte Brüche sind, und j eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . . reprä- 
sentirt [vgl. (50.)J, so sind die in (54) gebildeten Producte Sß , ^S,, 
s $ 4 , . . . ^—2 sämmtlich positiv. Somit folgt aus (55.), dass U eben- 
falls positiv ist. 

d log <p 

Gleiches gilt daher, zufolge der Formel (52.) auch von — j „ J - 

Denn es ist zu beachten, dass q, q 0) f positive ächte Brüche sind, dass 
ferner q > q ist*), und dass endlich E seiner geometrischen Bedeu- 
tung zufolge (als Entfernung der beiden Kugelcentra von einander) 
stets positiv ist. Wir gelangen somit zu dem Resultat, dass die 

m d log (p. dtp. 

(56.) tpj und — -j-jR- 2 > mithin auch die W, 

stets positiv sind. Gleidics gilt daher nach (50.) auch von 

dV 

(57.) F selber, und von j^ 9 Q* e * d* 



*) Nach (26.) und (45.) sind (j, q , f positive ächte Brüclie. Somit folgt au* 
der Formel (46.): /*= - - sofort, dass q it > q ist. 
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§ 12. 
Zusammenstellung und Vervollständigung der über die lebendige 

.Kraft der Flüssigkeit erhaltenen Resultate. 

Das Hauptresultat unserer bisherigen Betrachtungen kann fol- 
gendermassen ausgedrückt werden: Eine incompressible Flüssigkeit befinde 
sich innerlwdb einer fest aufgestellten Kugelfläclie vom Centrum c und 
liadius lt . Und im Innern dieser Flüssigkeit sei eine gegebene Kugel 
vom Centrum c und Radius R, unter dein Einfluss irgend welcher Ur- 
sacJien, in einer tramlatorisclien Betvegung begriffen, bei welclwr c gegen 
c fortschreitet (vgl. die Figur p. 177). Bezeidinet man die Gcsdiurindig- 
keit, mit welcher c dem festen Centrum e sich näiiert, in irgend einem 
Augetiblick mit G, ferner die augenblickliche Entfernung zwisclien c und 
c mit E, so wird alsdann in diesem Augenblick die lebendige • Kraft T 
der Flüssigkeit den Werth lwben: 



Po 



G 



(58.) T = -f WF (E) • G\ [vgl. (39.) und (49.)], 

wo q die constante Dichtigkeit der incompressiblen Flüssigkeit vorstellt. 
Denkt man sich insbesondere die Kugel mit einer constanten Ge- 
schwindigkeit G } beispielsweise mit der Geschwindigkeit G = 1, fortgefulirt, 
so nimmt die Formel (58.) die Gestalt an: 

(59.) T=K.F(E) } 

tco K eine Constante vorstellt Hieraus aber folgt, dass die 
lebendige Kraft T in diesetn lalle beim weiteren Fortschreiten 
der Kugel fortwährend abnimmt t so lange bis das Centrum 
c dieser Kugel das feste Centrinn c erreicht hat. Denn wäh- 
rend der in Rede stehenden Bewegung ist E in beständigem *1 
Abnehmen, also nach (57.) die Function F = F (E) ebenfalls 
in beständigem Abnehmen begriffen. 

Bezeichnet man irgend einen Durchmesser der festen Kugel- I 
fläche mit a c b Q , denkt man sich ferner auf diesem Durch- 
messer irgend zwei Puncte a und ß markirt, zu beiden Seiten 
von c , und beide gleich weit von c entfernt, und läset man 
nun den Mittelpunct c der beweglichen Kugel längs dieses 
Durchmessers a c b {) mit einer constanten Geschwindigkeit G 
fortschreiten, so wird die lebendige Kraft der Flüssigkeit in 
dem Augenblick, wo c die Stelle a passirt, genau denselben Werth 
haben wie in dem späteren Zeitaugenblick, wo c die Stelle ß passirt. 
Solches ergiebt sich sofort aus der Formel (58.), nämlich aus dem 
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Umstände, dass in dieser Formel nur das Quadrat von G sich vor- 
findet. Denkt man sich also, tvährend c längs des Durchmessers a c b Q 
mit constanter Geschwindigkeit fortgeführt wird, in jedem Augenblick 
im Puncte c ein Perpendikel auf jenem Durchmesser errichtet, dessen 
Länge den augenblicklichen Werth der lebendigen Kraft der Flüssigkeit 
angiebt, so werden all diese Perpendikel zusammengenommen eine zu c Q 
symmetrische Curve bilden. Audi wird diese Curve in c iJir Mini- 
mum haben, und von hier am nach beiden Seiten in fortwährendem 
Steigen begriffen sein. 

Will man das Minimum jener Curve, d. h. ihre dem Punct c^ 
entsprechende kleinste Ordinate berechnen, so hat man zunächst den 
Werth der Function F = F (E) für E = zu ermitteln. Setzt man 
aber in der quadratischen Gleichung (17.) p. 184: 

(60.) q* + (— ^ °) 2+1=0 

das E = 0, so sind die beiden Wurzeln der Gleichung, wie man leicht 
übersieht, q = und q = 00. Von diesen beiden Wurzeln ist die 
Kleinere zu nehmen [vgl. die Bemerkungen im Anschluss an jene 
Gleichung (17.) p. 184J. Folglich ist in diesem Fall q = 0. In gleicher 
Weise erhält man aus der quadratischen Gleichung (#.) p. 184: J o = 0. 
Folglich erhält man: 

q = 0, q = 0, und f=j- = ±. 

Der wirkliclie Werth von f ergiebt sich aus (48. b.). Setzt man nämlich 
hier q = q = 0, so folgt: 

1 9. "V 

Substituirt man aber diese Werthe von q, q Q7 f in (44.), so erhält 
man den der Entfernung E = entsprechenden Werth der Function 
F = F{E). Und zwar findet man für denselben aus jener Formel (44.) 
sofort folgenden Ausdruck: 

F(0) =1 + 3 --£-& =1 + 3 -.-*—*• 

d.i. F(0)= ° 3 T' 

Jener der Centraldistanz E = entsprechende Minimalwerth der leben- 
digen Kraft der Flüssigkeit stellt sich daher nach (58.) folgender- 
massen dar: 

161.) T — -/ — -t— ^~ G\ 
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wo R den Radius der Kugel, R den Radius der die Flüssigkeit um- 
schliessenden fest aufgestellten Kugelfläche und q die Dichtigkeit der 
Flüssigkeit bezeichnet, während G die Geschwindigkeit der Kugel re- 
präsentirt. 

Specieller Fall: Die Kugel sei unendlich klein, also R = 0. Als- 
dann sind die beiden Wurzeln der Gleichujig (60.) für ein beliebiges E 
dargestellt durch q = und q = oo. Von diesen beiden Wurzeln ist 
die kleinere zu nehmen, mithin q = 0. Also : 

q = 0, und f=~ ebenfalls = 0. 

Diese Werthe in (44.) substituirt, erhält man: 

F=F(F) = 1. 

Demgemäss ergiebt sich aus (58.): 

(62.) T = "l R?G*; 

also der Satz: Denkt man sicli längs eines Durchmessers a c b der die 
Flüssigkeit umschliessenden festen Kugelfläche eine unendlich kleine 
Kugel mit einer constanten Gesdiwiniligkeit G fortgeführt, so wird 
während dieser Bewegung die lebendige Kraß der Flüssigkeit constant 
bleiben, nämlicli den Werth (62.) besitzen, wo das R den unendlich Meinen 
Radius der Kugel repräsentirt. Genauer wird man also zu sagen haben, 
jener constante Werth der lebendigen Kraft sei gleich Null. — Jeden- 
falls werden die hier gemachten Angaben hinreichend auch dasjenige 
Verfahren andeuten, welches einzuschlagen, wenn die Kugel nicht 
unendlich klein, sondern nur sehr klein ist 

§ 13. 
Die Resultante der auf die Kugel ausgeübten Druokkräfte. 

Es handelt sich bei unserer Aufgabe (welche früher auf p. 113 
in ausführlicher Weise angegeben wurde) um die Aufstellung der die 
Bewegung der Kugel beherrschenden Differentialgleichung: 

(63.) M g = X + Xp, [vgl. (1.) p. 114], 

und namentlich um die Berechnung der Kraft X p . Dieses X*> reprä- 
sentirt die rr-Componente derjenigen Wirkung, welche auf die Kugel 
ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit, und stellt 
sich dar durch die Formel: 

(64.) X* - - X - (fy- 1 d f t , [vgl. (7.) p. 115]. 



wo 



Der auf die Kugel ausgeübte Druck. 



Diese Formel (64.) ist nun weiter zu entwickeln durch Substitution 
des für die lebendige Kraft erhaltenen Werthes: 



(G5.) 



T = ^ 1PF (~y , [vgl. (39.) p. 181]. 



Wir beginnen dabei mit der Bemerkung; dass die Coonlinate j 
des Kugelmittelpunctes c notwendiger Weise zu rechnen ist von einer 
absolut festen Marke aus; wie solches z. B. augenblicklich klar ist, 
falls man einen Blick auf die Gleichung (63.) wirft. 

Bemerkung. — Fdderliaft würde es also z. B sein, wenn man dieses 
£ rechnen wollte von der Aequatorialebene des dipolaren Systems aus, 
d. i. von derjenigen Ebene aus, welche im Vorhergehenden (z. B. in der 
Figur p. 177) mit yz bezeichnet ist. Denn von den beiden die Flüssig- 
keit begrenzenden Kugelflächen c n und o ist die eine allerdings fest, 
die andere aber in Betcegung begriffen. Und dem gemäss wird sich das 
diesen beiden Kugelflächen entsprechende dipolare System von Augen- 
blick zu Augenblick ändern, der Art, dass sowohl seine beiden Pole A 
und Ä , wie auch seine Aequatorialebene yz in fortdauernder Bewegung 
begriffen sind. 

Um die Vorstellung zu fixiren, bezeichnen wir den vertikal von 
Unten nach Oben laufenden Durchmesser der fest stehenden Kugelfläche 
6 mit a c b , nehmen a zum Anfangspunct des Coordinatensystems, 
die Linie a c b zur x-Axe, und die durch a gehende 
Horizontalebene zur y #-Ebene. Und dementsprechend 
mag fortan die Coordinate j des Mittelpunctes c 
der Fläche a von dem festen Puncte a aus ge- 
rechnet werden. Auch mag in gleicher Weise 
verfahren werden mit der Coordinate j des Mittel- 
punctes c der Fläche ö . Dieses j ist offenbar 
eine Constante, nämlich gleich dem Radius R der 
Kugelfläche ö . 

Nach (49.) hängt das in (65.) enthaltene F 
lediglich von E ab, wo E die Centraldistanz (cc ) 
vorstellt. Und zwar sind die Werthe von 

(66.) F=F(E) und JJ — F (E) stets positiv; 

vergl. (57.) 
Die fVntraldistanz E ist je nach Umständen bald 
= l — £o) Da M = Eo — E- Und zwar wird 

dE 



x 



E 



K 



-!-*<*) 



<*o (X ) 



(67.a) E =l — J , mithin 



"di 



= + h 






falls c oberhalb c sich befindet, wie z. B. in beistehender Figur. Hin- 
gegen wird 



dT 
d 
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(67.b.) E = j — j, mithin dj = — 1 

sein, sobald c unterlmlb c liegt. Demgeniäss ergiebt sich: 

(68. a.) 4f = % (+ *)' falls c ^"^ c ° liegt; 

hingegen 

(68. b) '^ F = d * E (— 1); falls c unterhalb c liegt. 

Differenzirt man die Formel (65.) nach der Zeit, so erhält man: 

und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf (68. a, b): 

w $)-£-¥ »[±269" +»*£]. 

wo von den beiden Zeichen + das obere oder untere gilt, jenachdem 
c oberhalb oder unterhalb c liegt. Substituirt man den Werth (69.) 
in (64.), so ergiebt sich für die gesuchte Kraft X* der Werth: 

(70.) * - - X + V 723 [+ j J (£)* _ 2F g] , 

wo wiederum von den beiden Zeichen + das obere zu wählen ist, 
falls c oberhalb c liegt, u. s. w. Wir gelangen somit zu folgendem 
Resultat: 

Es sei c das Centrum, und a n c b der von Unten nach Oben lau- 
fende vertikale Durchmesser einer fest aufgestellten Kugelfläche vom 
Radius R . Innertuüb dieser Fläclie befindet sich eine incompressible 
Flüssigkeit. Und im Innern der Flüssigkeit befinde sicli eine Kugel vom 
Radius R, deren Centrum c längs des festen Durchmessers a c b nach 
Belieben hingleiten kann. 

Auf dieses materielle System mögen von Aussen her gegebene Kräfte 
einwirken; und zwar sei die Summe der x-Componenten der die Kugel 
soüicitirenden äussern Kräfte mit X, andererseits das Potential der die 
Flüssigkeit sollicitirenden ätissern Kräfte mit V=V(x,y 7 z) bezeichnet. 
Dabei mag als x-Aoce der vertikale Durchmesser a c b 09 uful als yz-Ebcnc 
etwa die Tangenhialel)cnc der festen Kugelfläcfic in ihrem tiefsten Puncte 
a gedacht werden; sodass also dieser Punct a den Anfangspunct des 
Coordinatensystems repräsentirt. (Vgl. die vorhergehende Figur.) 

Alsdann ergiebt sich für die Betvegung der Kugel die Differential- 
gleichung: 

(71.) M d J$ = X+X", 
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wo M die Hasse der Kugel, und j den Abstand ihres Mittelpuncts c vom 
Anfangspunct a bezeichnet Dabei hat das X die schon genannte Be- 
deutung, während X p die x-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, 
welche auf die' Kugel ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden 
Flüssigkeit. 

Diese Kraß X p besitzt, falls man den Gentralabstand (cc ) seinem 
absoluten Betrage nach mit E bezeichnet, folgenden Wertii: 



(72.) 



Xp = — X + 



— w 9 ü 3 



dF 
(iE 



y \dt) 



2nQ 
~3~~ 



R*F 



dt 
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wo in jedem Augenblicke von den beiden Zeichen + das obere oder 
untere gilt, je nacJidem der Punct c augenblicklich oberhalb oder unter- 
Jialb c liegt Hier repräsentirt q die constante Dichtigkeit der incompres- 
siblen Flüssigkeit, ferner F eine gcivisse, lediglieh von E abJuwgende 
Function [vgl. (49.)]. Und endlicli repräsentirt X J die dem Princip des 
Archimedes entsprechende Kraft, nämlich die x-Componente derjenigen 
Wirkung, welche die durch das Potential V = V(x, y, z) definirten äussern 
Kräfte auf die Kugel ausüben würden, falls die 
Materie der Kugel identisch wäre mit der der ge- 
gebenen Flüssigkeit. 

Die Kraft X p besteht nach (72.) aus drei 
Theilen. Der erste Theil ist = — X j , der zweite 
proportional mit dem Quadrat der Geschwindig- 
keit der Kugel , und der dritte proportional mit ,-c(£) 
ihrer Beschleunigung. Der erste Theil ist bereits 
hinreichend besprochen; er entspricht dem Princip ß 
des Archimedes. 

Was den zweiten Theil 

(73.) + M * s £ 

betrifft, so wollen wir, zur augenblicklichen Fixi- 
rung der Vorstellung annehmen, c liege (wie in 
beistehender Figur) oberhalb c ; sodass also im 
vorstehenden Ausdruck (73.) das obere Zeichen zu 
nehmen ist. Zugleich wollen wir uns daran er- 
innern, das j-g stets positiv ist. Alsdann erkennen wir sofort, daas 

dieser zweite Theil (73.) eine der Richtung der x-Axe entgegengesetzte 
Kraft repräsentirt, also eine Kraft, durch welche das Centrum c der 
beweglichen Kugel gegen das feste Centrum c hingetrieben wird. Zu 
diesem selben Resultat gelangen wir, wie leicht zu Obersehen, auch in 



K \dt) 



--*„(£>) 



a 



yz 



Der auf die Kugel ausgeübte Druck. 193 

dem andern Falle, dass c unterhalb c liegt. Mag man also die\beweg- 
liehe Kugel in dieser oder jener Lage betrachten, stets wird der zweite 
Theü der Kraß Xp (72.) von soklier Bescfiaffenheit sein, als fände 
zwischen den Mittelpuncten der beiden Kugelfläclien eine gegenseitige 
Anziehung statt. Oder etwas anders ausgedrückt: Jener zweite TJieil 
wird stets von solcher BcschaffenJieit sein, als würde die bcwegliclie Kugel 
abgestossen von dem ihr jedesmal zunächst gelegenen Tlwil der festen 
Kugelfläche. 

Was ferner den dritten Theil: 

(74.) _^i^g 

betrifft, so wird dieser offenbar, weil F positiv ist, jederzeit von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sein mit -r£. Dieser dritte Tlwil von KP (72.) 

ist somit als eine Kraft zu bezeichnen, welche der augenblicklidwn Be- 
schleunigung der Kugel jederzeit entgegen arbeitet 

m 

§14. 

Ueber eine sloh anschliessende Aufgabe. 

Die zunächst sich darbietende Aufgabe würde eine gewisse Er- 
weiterung der soeben behandelten sein, nämlich den Fall betreffen, 
dass die Kugelflächen, deren Radien und Centra mit B, c und B Q , c 
bezeichnet wurden, beide beweglich sind, der Art, dass jene Centra c 
und c längs der festen x-Axe nach Belieben fortschreiten können. 
Mehr Interesse dürfte aber diese Aufgabe in dem Falle darbieten, wenn 
jene beiden Kugelflächen nicht ineinander geschachtelt sind, sondern 
die eine ausserhalb der andern sich befindet; wobei alsdann die Flüssig- 
keit den ganzen unendlichen Aussenraum der beiden Kugelflächen ein- 
nehmen soll. Und diesen letztern Fall wollen wir in der That im 
folgenden Abschnitt in Betracht ziehen. 
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Ueber die Bewegung zweier Kugeln im Innern einer incompressiblen 
Flüssigkeit, die nach Aussen tiberall ins Unendliche reicht. 

§ 1. 

Genauere Formulirung der Aufgabe. 

Die incompressible Flüssigkeit sei umschlossen von einer fest auf- 
gestellten Kugelfläche (r x , deren Centrum irgendwo im Endlichen liegt, 
und deren Radius unendlich gross, ist. Innerhalb dieser Flüssigkeit 
mögen sich zwei Kugeln (etwa zwei Metallkugeln) 6 und 6 befinden, 
deren Mittelpuncte c und c auf der festen x-Axe liegen, und längs 
derselben nach Belieben fortgleiten können. 

Auf dieses materielle System mögen von Aussen her gegebene 
Kräfte einwirken. Und zwar sei die Summe der #-Componenten der 
die Kugel sollkitirendan äussern Kräfte bezeichnet mit X, die ana- 
loge Bedeutung habe ferner X^ für die Kugel tf ; andererseits sei das 
Potential der die Flüssigkeit sollicitirenden äussern Kräfte bezeichnet 
mit F= V(x } y, z). Ueberdiess sei gegeben der Anfangsmstand des 
ganzen Systems, und zwar der der Flüssigkeit als ein wirbelfreier. Unter 
so bewandten Umstanden soll nun die weitere Bewegung des Systems 
(der beiden Kugeln und der Flüssigkeit) näher untersucht werden. 

Bemerkung. — Der von der Flüssigkeit occupirte Raum 92 ist gegen- 
wartig begrenzt von der äussern Fläche a x , und den beiden innern 
Flächen o und a . Auch erkennt man leicht, dass dieser Raum 92 ein 
einfach zusammenhängender ist (vgl. p. 21). Und demgemäss wird es, 
was die Angabe des Anfangszustandes des Systems betrifft, ausreichend 
sein, den Anfangszustand der beiden Kugeln festzusetzen. Denn hiedurch 
wird alsdann der Anfangszustand der Flüssigkeit schon mitbestimmt sein 
(vgl. die Bemerkung auf p. 77). Um nun aber endlich den Anfangt- 
zustand der beiden Kugeln festzusetzen, wird es ausreichend sein, die 
Anfangswerthe derjenigen Geschwindigkeiten festzusetzen, mit welcher 
die Mittelpuncte c und c dieser Kugeln längs der x-Axe fortschreiten. 
Denn wir wollen der Bequemlichkeit willen voraussetzen, dass die Kugeln 
eine bloss fortschreitende Bewegung annehmen dürfen, dass sie also be- 
weglich sind längs eines der ar-Axe parallelen festen Geleises. (VgL 
übrigens die Bemerkung p. 142.) 
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Um die Vorstellung zu fixiren sei die feste x-kxe vertikal von 
Unten nach Oben fortlaufend, und die längs dieser Axe, von einer ab- 
solut festen Marke aus, gerechneten Coordinaten der Puncte c und c 
seien bezeichnet mit j und f . Sind M und Jf die Massen der beiden 
Kugeln, so ergeben sich für die Bewegung dieser Kugeln die Diffe- 
rentialgleichungen : 

M g - X + X*, 

(1.) dt 

d X 
Mo ~äl% = ^ + -^0, 

wo X und Xq die schon genannten Bedeutungen haben, während X p 
und X p die rr-Componenten derjenigen Wirkungen vorstellen, welche 

auf die beiden Kugeln ausgeübt werden durch den Druck der um- 
gebenden Flüssigkeit. Unsere Hauptaufgabe besteht nun in der Berech- 
nung dieser Kräfte X p und X?; und zu diesem Zwecke haben wir der 

Reihe nach zuerst das Geschtmndigkcitspotetttial <t> der Flüssigkeit, so- 
dann die lebendige Kraft T derselben analytisch darzustellen, und end- 
lich aus T f mittelst des Hamilton sehen Princips y die Werthe jener 

Kräfte X p und X? abzuleiten. 

o 

§ 2. 
Allgemeine Disposition zur Lösung der Aufgabe. 

Da der von der Flüssigkeit erfüllte Raum SR ein einfach zusammen- 
hängender ist, so ergeben sich, ähnlich wie bei der früheren Aufgabe, 
für das Geschwindigkeitspotential <t> folgende Bedingungen: 

0(f) dO dO 
*' dx> dy> Tz Stdi9 ' und A * = °' im Raume *> 



(2.) 



= -— cos (N, x\ auf der Fläche 6 ; 



00 

0N ~ dt 



dü = ~li coa (">*)> auf ff ° 5 

° w - 0, auf 6„; [vgl. (10.) und (11. a, b) p. 116]. 

Dabei repräsentirt N, ebenso wie früher, stets die der Flüssigkeit ab- 
gewendete Normale. Um das diesen Bedingungen (2.) entsprechende <t> 
wirklich zu bestimmen, setzen wir: 

(3-) *=-V'dt+V« d ft> 

13* 
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wo alsdann M 7 und H^ folgenden Bedingungen zu unterwerfen sind: 



(4.) 



av av av . 
Y > ä*> a y > dz st€ttg > 

und AM 7 = 0, im Räume 9t; 

_ = cos(N,rr) auf*; ( ^ 

#N=°; auf tf ; 
M = 0, auf^; 



und AM*«, = 0, im Räume 91; 

aj^ = 0, auf 6\ 

_Ji = cos(N,a:), auf tf ; 

an* 



UN =0 > auf *•' 

Denkt man sich in solcher Weise die Functionen V und V , also nach 
(3.) auch die Function wirklich berechnet, so ergiebt sich alsdann 
die' lebendige Kraß T der Flüssigkeit mittelst der Formel: 

(G.) T = -J fff n (*, <J>) dxdydi, [vgl. (2.) p. 44], 

wo das Symbol (<t>, <t>) den früher \(ß.) p. 41] festgesetzten Sinn hat 
Zufolge (3.) ist daher: 

(0f 0) _ w ¥) gi) 2 + 2(¥ , n) g *h + i%> Vo) («£)■. 

und demgemäss folgt aus (0.): 

w T = z föy+ 2H ^s+ z o(^y^ z E' s + 2H ^+z»^ 

wo Z, Z und H die Werthe haben: 
Z - ifffm WWxdydz = f j}> §£ dt, [vgl. (y.) p. 41], 

Z « " I fffn <?* W«fy «I* =iff\ Jjj **, 

"—ifffn CW*;'*"'* - jXf. V.JJ <*« = ■* ff V ^ <*,; 

hier sind, wie der Index 91 andeutet, die dreifachen Integrale über alle 
Volumelemente dxdydz des Raumes 9t, andererseits die Doppel-Inte- 
grale über sämmtliche Oberflächenelemente dieses Raumes, also über 
die Elemente aller drei Flächen ö, tf , o*^ auszudehnen. Diese Werthe 
von Z, Z , H reduciren sich mittelst der Formeln (4.), (5.) auf folgende 
Ausdrücke: 

Z= % ff V cos (N, x)d<5, (ausgedehnt über die eine Fläche ö), 

Z = \ffVo cos (N,#)dtf , (ausgedehnt mir über <T ), 

H = \ff^o cos (N> %)dö, (ausgedehnt nur über <f), 
odor auch: H = \ffV cos (N,x)da 0f (ausgedehnt nur über 6^ 



Allgemeine Disposition zur Lösung der Aufgabe. 197 

Die der Flüssigkeit abgewendeten Normalen der Kugelflächen 6 und <s 
sind aber entgegengesetzt den Radien R und li dieser beiden Flächen. 
Und demgemäss können die Formeln auch so geschrieben werden: 

(8.) Z = - \ff Y cos (R , x)d0 u , 

H | ff V cos (R, *)<**-- | JJ V cos (Ä , x)de v 

Nun ist die Lage der beiden Kugeln o und 6 in jedem Augen- 
blick vollständig bestimmt durch Angabe der Coordinaten J und J 
ihrer Mittelpuncte c und c . Somit folgt aus (4.), (5.), dass durch 
Angabe dieser Coordinaten j, j auch die augcnblickliclie Bcscliaflenheit 
der Functionen V, V vollständig bestimmt ist. Und Gleiches gilt 
daher nach (8.) auch von den attgenblkkliclien- Werthen der Z, Z , H. 
Diese drei Grössen sind also lediglich abhängig von f und J ; was 
angedeutet sein mag durch die Formeln: 

(9.) Z = Z( E ,j ), Z = Z ( E , & ), H = H( E , Eo ). 

Bemerkung. — Vergleicht man den Ausdruck der lebendigen Kraft T 
(7.) mit der betreffenden allgemeinen Formel [(3.) p. 45], so bemerkt 
man, dass im gegenwärtigen Fall die dort mit 9 bezeichnete Grösse 
verschwindet. Und dies steht in vollem Einklang mit dem Zusatz p. 64. 

Denkt man sich nun den beiden Kugeln 6 und o* , oder vielmehr 
ihren Mittelpuncten c und c irgend welche virtuelle Verrückungen <Jg 
und <Jj zuertheilt, und bezeichnet die hiebei von der Flüssigkeit (ver- 
möge ihres Druckes) auf die beiden Kugeln ausgeübte virtuelle Arbeit 
mit dL, so ist offenbar: 

(10.) ÖL = XPdi + X p *lo, 

wo X p und X p die schon bei (1.) besprochenen Bedeutungen haben*). 

Andererseits aber lässt sich diese virtuelle Arbeit ÖL auch darstellen 
mittelst des früher besprochenen Hamilton! selten Princips. Man findet 
alsdann, weil der von der Flüssigkeit erfüllte Raum SR einfach zu- 
sammenhängend ist**), für dL den Ausdruck: 

/ii\ AT /d(T-W) ddT\*. ,d(T-W) ddT\. 

*) Man vgl. hinsichtlich dieser virtuellen Arbeit dL das darüber zu Ende 
der p. 11 Bemerkte. 

**) Vgl. die Bemerkung p. 194. 
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[vgl. (21.) p. 54]. Dabei bezeichnet W das Gesamtntpotential, welches 
auf die Flüssigkeit ausgeübt wird von den gegebenen, durch das Po- 
tential V definirten äussern Kräften. Es ist mithin: 

(12.) W= Q fff u Vdxdydz, [vgl. (20. a) p. 13]. 

Und hieraus folgt, dass der Werth dieses Gesammtpotentiales W ledig- 
lich abhängt von der augenblicklichen Lage der beiden Kugeln ö und 
6 0f oder mit andern Worten, dass derselbe lediglich eine Function von 
j und j ist; was angedeutet sein mag durch die Formel: 
(13.) W=W(i, io ). 

Durch Vergleichung der Formeln (10.) und (11.) ergiebt sich nun 

sofort: 

Xp ^T-W) _ddT_ 

(14.) = H * id *'' 

Die hier auftretenden Ableitungen von W besitzen eine einfache 
physikalische Bedeutung. Wir können nämlich das Integral (12.) auch 
so schreiben: 

(«.) W= q fff^ Vdxdydz - q fff g Vdxdydz - p fff^ Vdxdydz. 

wo die Indices andeuten sollen, dass das erste Integral über den ganzen 
Innenraum der Kugelfläche 6^, ebenso das zweite über den Innenraum 
der Kugelfläche 0, und das dritte über den von <? auszudehnen ist 
Da das gegebene Potential V= V(x, y, z) nur von den Coordinaten 
(nicht aber von der Zeit) abhängen soll, so ist das erste dieser Inte- 
grale eine Constante, etwa = C. Bezeichnet man die beiden andern 
mit iv und w , setzt man also: 

(ß.) Q fff Vdxdydz = C, 

(y.) q Jff a Vdxdydz = w, 

(6\) q Jff^ Vdxdydz = «>„, 

so ergiebt sich: 

(s.) W = C — w — w 0f 

wo W von j, j abhängt [vgl. (13.)]; während offenbar w nur von £ 
und tv nur von j dependirt. Demgemäss folgt aus (f.): 

c W dw 



d&T ~ ~ dio 



und 



Allgemeine Disposition zur Lösung der Aufgabe. 199 

Die Formel (y.) zeigt sofort, dass w dasjenige Potential repräsentirt, 
welches die durch V definirten äussern Kräfte auf die Kugel aus- 
üben würden, falls die Materie der Kugel identisch wäre mit der der 

gegebenen Flüssigkeit. Und demgemäss repräsentirt also z. B. — -~- 

die £-Componente derjenigen Wirkung, welche jene durch V definirten 
äussern Kräfte auf die Kugel unter der eben genannten Voraus- 
setzung ausüben würden. Bezeichnet man also diese #-Componente 
kurzweg mit X> ; so ist: 

•jr— — — tj- = X J , und ebenso bei analoger Bezeichnungs weise: 
dW du>„ 



(1?.) 



XL 



2&> 2jo o" 

Die Formeln (14.) gewinnen daher folgende Gestalt: 
(15.) 

Doch sind dieselben noch einer weitern Vereinfachung fähig. Zu 
diesem Zweck sei von Neuem daran erinnert, dass die in der leben- 
digen Kraft: 

(16.) T = Z E ' 8 + 2 H |'s; + Z, tf, [vgl. (7.)], 

enthaltenen Coefficienteu Z, Z und H nur Functionen von £, £ sind 
[vgl. (9.)], dass also diese Coefficienten nur abhängen von der augen- 
blicklichen relativen Lage der drei Fläclien 6, ö , 0^ zu einander. Nun 
sind aber sämmtliche Puncte der Kugelfläche 0^ in unendlicher Ferne 
gelegen. Es bleibt daher z. B. die relative Lage der Kugel 6 zur 
Fläche tf x stets ein und dieselbe, welche Bewegung jene Kugel auch 
annehmen mag. Gleiches gilt von der Kugel O hinsichtlich ihrer 
Lage zu 0^. Und demgemäss werden die genannten Coefficienten Z, Zq 
und H in Wirklichkeit nur abhängen von der relativen Lage der beiden 
Kugeln und O zu einander. Mit andern Worten: Jene Coeffi- 
cienten werden in Wirklichkeit nicht von j und j , sondern nur von 
dem einen Argument (j — j ) abhängen. — Um die Vorstellung zu 
fixiren, mag die Kugel dbcrlialb der Kugel O , mithin j > j gedacht, 
und der Central-Abstand (cc ) der beiden Kugeln mit E bezeichnet 
werden; so dass also 

(17.) ^-8-8. 
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ist. Alsdann sind also Z, Z und H lediglich Functionen von E, was 

angedeutet sein mag durch die Formeln: 

(18.) Z-Z(E), Zo-ZoCE), H = H(£). 

Demgemäss kann man in (15.) statt der Differentiationen 

nach £ und £ die Differentiation nach E eintreten lassen, 

und erhält alsdann: 



(19.) 



Xp = — YJ -L dT — d dT 



o o cE 



d dT 

" di'dg 

Substituirt man. aber hier für T seinen Werth (16.), und 

beachtet man dabei, dass Z, Z , H lediglich von E ab- 

dE 



E 



€(Ö 



-^o(£») 



hängen, und dass -, ■ = r/ — j ist, so gelangt man nach 
einfachen Reductionen zu den Formeln: 

X p == -X'-g(s'-E;) 8 +— + ^ +Z - ) £ o»-2(Zg"+H^> 



(20.) 



* ■ 

woraus z. B. durch Addition folgt: 
(21.)XP+X S =-(^+X^-^^( E '-Jo) 8 -^^^^E'*-& s ) 

-2[(Z+H)f + (Z + H)EÖ]. 

Die erste der Formeln (20.) kann zur augenblicklichen Abkürzung etwa 
so geschrieben werden: 

(22.) xp = - xj + «tf - z' Q y + ^ + rs" + *s». 

Demgemäss ist also die #-Coniponente X p derjenigen Wirkung, welche 
auf die Kugel 6 ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden 
Flüssigkeit wesentlich verschieden, je nachdem von den beiden Kugeln 
ö und tf , nur tf, oder nur <* , oder aber gleichseitig und 6 in Be- 
wegung begriffen sind. In der That wird jene Kraft X p (22.) in den 
genannten drei Fällen der Reihe nach folgende Werthe haben: 

(22. a) Xp = - X + «r/* + n ", 

(22. b) Xv = - XJ + (« + ß)tf + 6f , 

(22. c) X* = - X + «?'* - 2«e' E ; + (« + /!)# + n" + *&>'. 

Auch ergeben sich, wie man sieht, die von den Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen abhängenden Glieder im dritten Fall (22. c) nicht 
durch unmittelbare Superposition aus denen in den beiden ersten Fällen 

(22. a, b). 
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Bemerkungen. — Die z. B. in (22.) enthaltenen X J und X J kann man 
bezeichnen als die dem Princip des Arckimedes entsprechenden Kräfte. 
In der That repräsentiren nllmlich X ; und X-j, wie aus unsern Betrach- 
tungen sich ergeben hat, die #-Componenten derjenigen Wirkungen, 
welche die durch das Potential V definirten äusseren Kräfte auf die 
beiden Kugeln a und a ausüben würden, falls die Materien dieser Kugeln 
identisch wären mit der Materie der gegebenen incompressiblen Flüssigkeit. 

Denkt man sich die beiden Kugeln a und <r mit einander verbunden 
durch eine starre Linie, mithin beide Kugeln mit einander vereinigt zu 
einem einzigen starren Körper, so wird r/ =- r/ und j" = r^'; so dass in 

diesem Fall die Formel (21.) die Gestalt erhält: 

(«). * + **-_ (XJ + Xi) - 2(Z + Z + 2H) E "; 

während gleichzeitig die lebendige Kraft T der Flüssigkeit (16.) den 
Werth annimmt: 

(ß) T = (Z + Zo + 2H) E ' s . 

Man übersieht leicht, dass in diesem Falle, wo es sich nur um die Be- 
wegung eines einzigen starren Körpers handelt, die Formel (a.) auf Grund 
des Ausdruckes (ß.) in bequemer Weise sich ableiten lässt mittelst der 
früher (p. 77—79) exponirten Methode. 

Um die Kräfte X?, X p (20.) wirklich zu berechnen, haben wir die 

dortigen, nur von E abhängenden Coefficienten Z, Z , H ihrem ana- 
lytischen Ausdruck nach zu bestimmen. Zu diesem Zwecke aber müssen 
der Reihe nach zuerst das Geschwindigkeitspotential <t> der Flüssigkeit, 
und sodann ihre lebendige Kraft T analytisch bestimmt werden. Da- 
bei wird es angemessen sein, wieder von den dipolaren Coordinaten 
Gebrauch zu machen. 

§ 3. 
Einführung der dipolaren Coordinaten. 

Wir betrachten das gegebene materielle System in irgend einem 
Augenblick seiner noch unbekannten Bewegung, und führen ein dipo- 
lares Coordinatensystem von solcher Beschaffenheit ein, dass die beiden 
Kugelflächen o~ und & in ihren augenblicklichen Lagen nichts Anderes 
sind als zwei Kugelflächen dieses dipolaren Systems. Und zwar wollen 
wir bei der näheren Determination dieses dipolaren Systems in solcher 
Weise verfahren, dass seine beiden Pole Afö — oo) und Ä(ß , = — <x>) 
und die beiden Kugelcentren c und c in der Weise aufeinander folgen, 
wie die folgende Figur es angiebt. In dieser Figur ist gleichzeitig 
markirt die vertikal nach Oben laufende #-Axe, und die Aequatorial- 



202 



Ueber die dipolaren Coordinaten. 



(23.) 



X 



Ebene des dipolaren Systems , letztere bezeichnet mit yz. Sind nun 
& = t und # = r die Parameter der beiden Flächen 6 und <7 , so wird 

r < < t, 

mithin d = t — r = positiv 

sein. Und gleichzeitig werden alsdann die ^-Co- 
ordinaten der beiden Kugelcentren c und c re- 
spective = 2r und = 2t sein, wie solches an- 
gedeutet ist in der beistehenden Figur. [Vgl. den 
Satz p. 101.] Ueberdiess ergiebt sich aus (23.), 
dass 



(2 z). 



(«)- 



Mo 



(- <»>T^ 



(2r ) 



y* 



(24.) q^c* und q Q = e to und f- 

positive ächte Brüche sind*). 

Sind die Radien Ii, Ii der beiden Kugeln 
gegeben, und ist ferner ihre augenblickliche Cen- 
traldistanz J5=(cc ), bekannt, so werden hie- 
durch die Lagen der soeben eingeführten Pole 
A und A\ mithin auch die Werthe von r, r , 
ö und q, q 0J f vollständig bestimmt sein. Dem- 
gernäss müssen also diese Grössen r, r , d und q, 

q 0} f sich ausdrücken lassen als bestimmte Functionen von R, JR^, E. 
Um solches zu erreichen bezeichnen wir die #-Coordinaten von c und 
c für den Augenblick mit x und x {) , und erhalten dann z. B. 

E = x — x 0} 



ferner: 



2 





x = a — ■— \ 
1—2* 


und 


x o — - « ~_ 




[vgl. (ß.) p. 


103], 


wo 2a 


= (AÄ) ist. 


Somit folgt: 




•. 




(f-) 




E 


„ * + 9* J. 


i + 

a — 
l — 


i 




Gleichzeitig ergeben 


sich 


die Formeln: 








(g.) 


a = u i ;; 


<1 2 

> 


l 
uud a = R 


-«2 

23o ' 


[vgl. (k.) 


p. 138. 



*) Es mag bemerkt sein, dass hier absichtlich q () = e*° gesetzt ißt, während 
bei der früheren Aufgube eint» andere Bezeichnungsweiae gewählt, nämlich q «■ e~~ r ° 
gesetzt wurde [vgl. (46.) p. 182J. 
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Substituirt man diese beiden Werthe von a in (f.), den einen in erster, 
den andern in zweiter Stelle, so folgt: 

(25. a) B.jjili' + j^ 1 ^. 

Ueberdiess erhält man aus den beiden Formeln (g.) durch Subtraction: 

(25. b) = iJ^^-£ ^^. 

X ' 2q ° 2q 

Durch diese beiden Gleichungen (25. a, b) bestimmen sidi aber in der 
That q und q als Functionen von B, R 09 E. Und hierdurch sind als- 
dann schon mitbestimmt der Werth von f=qq 0f sowie auch die Werthe 
von t, r , d. 

Bemerkung. — Die Formeln (25. a, b) besitzen grosse Aehnlich- 
keit mit den früheren Formeln (48. a, b) p. 183. In der That bemerkt 
man, dass durch Vertauschung von 

R, g n mit — iJ, — 

die einen in die andern übergehen. Dementsprechend sind die dortigen 
Betrachtungen («.), (/?.), . . . (fr.) sofort auf den gegenwärtigen Fall 
übertragbar. Und zwar wird man, an Stelle der damaligen Formeln 
(f.), (g.), (17.), (fr-.) p. 184, im gegenwärtigen Fall folgende erhalten: 

d log q lH^ 



(«•) 



(50 



dE E i_o«» 

d log g„ 1^ 1_+ «* 

dE ~ Jäl—'q» 

diogf 1 *(i-«*9j) 1 ni -n 



dE E (1 - 2*) (1 - $ E U -«■>(!-««)' 

(E* + R* — Bl\ 

(•■) < - {—ejt — ) 2o + 1 - 0. 

Die Grössen q } q Q sind positive ächte Brüclie, wie in (24.) constatirt ist. 
Demgemäss wird q die kleinere der beiden Wurzeln der Gleichung (17.), 
und ebenso q die kleinere der beiden Wurzeln der Gleichung (fr.) sein. 
Geometrische Bedeutung der Grössen q und q . — Giebt man den 
beiden Gleichungen (17.) und (fr.) zur Abkürzung die Gestalt: 

(*.) g 2 — — g -J- 1 = 0, wo ff = 



(«0 «ü-7-fc+l-0,wo fc -' '** 



fo ^O I ~> — »0 jgi + 2 * £■> 



204 Ueber die dipolaren Coordinaten. 

so besitzen die in solcher Weise eingeführten Grössen g und $, ein- 
fache geometrische Bedeutungen. Beschreibt man nämlich in der 
Figur p. 202 um den Anfangspunct o des dipolaren Systems eine 
durch die Pole A und Ä gehende Hülfskugelfläche, deren Radius mit- 
hin = (oA) = a ist, so wird diese Hülfskugelfläche die beiden ge- 
gebenen Kugelflächen (c, R) und (c , R ) senkrecJit durchschneiden, wie 
sich solches aus unsern früheren Betrachtungen leicht ergiebt (vgl. 
p. 97). Selbstverständlich soll dabei z. B. (c, R) diejenige Kugelfläche 
vorstellen, deren Centrum c 7 und deren Radius R ist. Legt man daher 
von o aus eine Tangente (op) an die Kugel (c, R) } so erhält man ein 
bei p rechtwinkliges Dreieck (op c), dessen eine Kathete (op) = a ist, 
während seine andere Kathete (pc) = R ist Bezeichnet man daher 
den Innenwinkel dieses Dreiecks bei o mit x, so ergiebt sich: 

(A.) R = a tg x, und (oc) = 



cos X 7 



wo x bezeichnet werden kann als der sphärische Radiiis des van o aus 
an die Kugel (c } R) gelegten Tangentenkegels. In gleicher Weise erhält 
man andererseits: 

0-) ü = a tg x und (oc ) = ^-, 

wo alsdann x den sphärischen Radius des von o aus an die Kugel 
(c , R ) gelegten Tangentenfiegels vorstellt Die Summe (oc) -f- (oc ) ist 
offenbar gleich der Centraldistanz der beiden gegebenen Kugeln, also 
= E. Demgemäss ergiebt sich aus (L) und (ft.): 

z x TT a . a cos x + cos x 
(v.) E = \- ----- = a -• 

v J COS X ' COS X COS X cos x 

Substituirt man jetzt in der Formel (t.): 
(t\ 2ER 



für R, R , E die Werthe (A.), (ft.), (v.) 7 so erhält man zuvörderst: 

o T,i i> ü 2 sin x cos x (cos x + cos Xq) 

{cos x cos x ) a ' 

E* -l- R 2 — R? = a* (C08 -- "t-?°? .*»}! + (cos* * — cos* «) 

' o (cos X cos x )* ' 

, . 2 2 cos x (cos X + cos x ) 

u. i. — — a 7'~" ■ ~ \» i 

(C08 X COS X )* ' 

und folglich: 

(6'0 5 = sin x, 
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wo x offenbar zwischen 0° und 90° liegt. Nun ergiebt sich ferner 
durch Auflösung der quadratischen Gleichung (t.): 



(*•) 2 = : 



? 



dass hier im Zähler das Zeichen — zu nehmen ist, unterliegt keinem 
Zweifel, falls man nur beachtet, dass q ein positiver achter Bruch sein 
soll, und dass g den in (£'.) genannten Werth besitzt. Substituirt 
man diesen Werth von g in die Formel (».), so folgt: 

/ x 1 — C08 X . X 

(*•) «---an; — <*t 

Analoge Formeln ergeben sich für g und q . Beachtet man da- 
her, dass der Punct o definirt werden kann als derjenige Punct der 
Centrallinie (cc ) = E 7 von welchem aus die Tangenten an beide Kugeln 
(c, JB) und (c , B ) gleich lang sind, so lautet das gefundene Resultat 
folgendermassen : 

Versteht man unter o denjenigen Punct der Centrallinie der beiden 
gegebenen Kugeln, von welchem aus die Tangenten an beide Kugeln gleich 
lang sind, und versteht man ferner unter % und x die sphärischen Radien 
der von o aus an jene Kugeln gelegten Tangentenkegel , so liaben die 
Grossen q 7 g und die in (i.), (x.) eingeführten Grössen g, g folgende 
Bedeutungen: 

= t g |; S = sinx, 

ffo =* *« t ? So = sin *o> 

Diese Formeln geben für jedwede relative Lage der beiden Kugeln sofort 
eine anschauliche Vorstellung* über die Werthe von q 7 q und g, g Q . 

Reihenentwicklungen. — Will man, wenn R, 22 , E gegeben sind, 
die Werthe von g 7 q und g 0f q berecfinen, so kann man dabei von 
folgenden Reihenentwicklungen Gebrauch machen: 

(*.) 2 = 4 [s + t « S + rl **+H!t5 g7 + TÜr<ö s* + — ]. 

von denen die eine aus (£.), die andere aus (?r.) steh unmittelbar er- 
giebt. Endlich erhält man aus den Formeln (9.), (qk) durch Ver- 
tauschung von R y g } q mit R , g , q die analogen Reihenentwicklungen 
für g und q . 
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Beiläufige Aufgabe. — Ein Blick auf die Formeln (tf.) zeigt, dass 
q % q Q , mithin auch f=qq zu Eins werden, sobald die beiden Kugeln 
einander berühren, dass mithin für den Augenblick der Berührung 

(a.) (l-a«):(l-ff8):(l-/«)-0:0:0 

wird. Es sollen die wahren Werthe dieser Verhältnisse untersucht 
werden. 

Dividirt man die beiden Formeln (g.) p. 202 durch einander, so 
erhält man, und zwar für einen beliebigen Werth der Centraldistanz E: 



k 2 



(b.) 



1 ~% 9o -R 



1-3* q i*„' 

und diese Formel wird also z. B. auch in Kraft bleiben für den Special- 
fall E = R + R , d. i. für den Fall der Berührung. — Ferner ist 
identisch: 

»_/■ l- 5 \* (,-,')(! + $ + (! + ,*)(!_$ 





1 - 3* ~ 


i-a» 








2(1- 


-9*) 


also mit Rücksicht auf 


(b.): 










(c.) 




1 - 
1 - 


-i* 


2 


+ 


1 + 9 
2 


* 2. * 


(d.) 




mithin = 


= 1 + 


B 
K 


B 


+ -B. 



für den Fall der Berührung; denn im Augenblick der Berührung werden 
ja q und q zu Eins. Wir gelangen somit, mittelst (b.) und (d.), zu 
dem Resultat, dass im Augenblick der Berührung 

(e.) (1 -2 S ): (1 - 2o) : (l - f) = R»:R:{R + R,,) 

wird; womit die gestellte Aufgabe gelost ist. 

Gleichzeitig erkennt man nun aus (f.), (£.) p. 203, dass die Diffe- 
rentialquotienten 

V %) dE> dE> dE 

im Augenblick der Berührung unendlich gross werden, während trotz- 
dem die Verhältnisse dieser Quotienten zu einander bestimmte endliche 
Werthe behalten. In der That ergiebt sich aus jenen Formeln (s.), (£.), 
mit Rücksicht auf den soeben erhaltenen Satz (e.), dass im Augenblick 
der Berührung 

(a ) - q • d ?°- - df - = R - R-(RA- R) 

wird. Von dieser letzten Formel wird weiterhin Gebrauch zu machen sein. 
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§4. 
Berechnung des (tasohwindigkeitspotentials. 

Das Geschwilidigkeitspotential <t> besitzt den Werth 
(26.) <D - Y % + Y % [Tgl. (3.) p. 195], 

wo z. B. Y den Bedingungen zu entsprechen hat: 

Y, vp-, ■«-- ; ^— sfeto/, und AM* = ; im Räume 91; 



(27.) 



— =3 cos(N, x), auf der Fläche 6 oder (r); 
g^j- = 0, auf der Fläche ö oder (r ); 
5— = 0, auf der Fläche rf . 



Was diese vier Bedingungen (27.) betrifft, so wird offenbar der ersten 
und ebenso auch der vierten Genüge geleistet werden, wenn man für 

Y irgend eine Potential function des Raumes 9t nimmt [vgl. (A.), (B.), 
(C), p. 165]. Demgemäss handelt es sich also darum ; eine Function 

Y zu finden, welche eine PotentiaJfunction des Raumes 9t ist, und welche 
überdiess den beiden Bedingungen entspricht: 

(28. a) äN ==s cos (N> %\ auf der Fläche a oder (r); 

(28. b) gjq = 0, auf der Fläche tf oder (r ). 

Eine diesen Anforderungen entsprechende Function ¥ kann aber 
sofort aufgestellt werden mittelst des früher gefundenen Theorems 
(p. 175). Da bei der gegenwärtigen Sachlage r <0<r ist [vgl. (23.)], 

mithin -° < 1 (nämlich von negativem Werthe) ist, so hat man, um 

nach Vorschrift jenes Theorems zu verfahren, zunächst auf der asAxe 
in unendliclier Ferne einen Punct 1 zu markiren, und sodann das 

System der zu 1 gehörigen Spiegelpuncte 2, 3, 4, 5, zu con- 

struiren, gemäss dem Schema 

(29.) 1 — (t) - 2 — (t ) — 3 - (r) — 4 - (r ) — 5 — etc etc. 

Solches ausgeführt, wird alsdann die gesuchte Function Y, zufolge 
jenes Theorems, den Werth haben: 

(so.) v -.(«,!£-«,|J; + «.!!; -«,!£ + -.. ..). 
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Genauer würde die Function V mit ¥(#, y, z) zu bezeichnen sein, wo 

(x, y, z) einen beliebigen Punct des Raumes 9t repräsentirt Und die 

in (30.) enthaltenen Grössen T 2 , T 37 T v T 5 , ... repräsentiren alsdann 

die reciprocen Entfernungen dieses variablen Punctes (x, y, *) von den 

festen Puncten 2, 3, 4, 5, ... . 

Bemerkung. — Behufs der weiteren Betrachtungen erscheint es noth- 
wendig, Alles, was in Betreif der geometrischen Lage und analytischen 
Bestimmung der. festen Puncte 1, 2, 3, 4, 5, ... bekannt ist, hier zu- 
sammenzustellen. Auf Grund des Zusatzes (p. 176) wissen wir, dass 
sämmtlichc Puncte 2, 3, 4, 5, ... auf der x-Axe, und ausserhalb des 
Baumes SR, mithin theils innerhalb der Kugel (r), theils innerhalb der 
Kugel (t ) gelegen *ind. Da ferner 1 auf der x-Axe im Unendlichen liegt, 
mithin <o, = #, = ist, so ergeben sich aus jenem Zusatz die Formeln : 



{Ct.) & 2 = ©3 = G) 4 = 


»5 


= ....= mm 


ferner die Formeln: 






# 2 = 2r, 




# 3 = - 2*, 


# 4 = 2r + 2<J, 
# 6 = 2r +' 4*, 




** = -4<J, 
# 7 = _ 6*, 


fr 8 = 2r + 6*, 




#9 = — 8d, 


etc. etc. 




etc. etc., 



(2 t)±c 



L 2j 



wo^ = t-t ist. Desgleichen ergiebt sich aus jenem Zusatz die Formel : 

(y) • • • • #7 < #5 < #3 < r < X < ^2 < ^4 < #>, 

In der That ist in dieser letzten Formel im x 

gegenwärtigen Fall durchweg das Zeichen < 
am Platze; denn zwischen den in (y.) auftreten- 
den Grössen t und x findet nach (23.) die Be- 
ziehung statt: r < t. — Aus dieser Formel (y.) 
ersieht man sofort, dass die Puncte 2j, d. i. 
2, 4, 6, . . . innerhalb der Kugel (r), anderer- 
seits aber die Puncte 2j + 1» d. i. 3, 6, 7, . . . 
innerhalb der Kugel (r ) liegen. 

Uebrigens kann man die Lage dieser Puncte 
innerhalb der beiden Kugeln leicht noch ge- 
nauer angeben. Da nämlich t und d positiv 
sind (23.), so folgt aus den Formeln (0.): 

(O 2t = fr 2 < # 4 < # 6 <••••< oo. 

Nun ist aber 2r die «fr-Coordinate des Centrums 
c der Kugel (t), und oo die #-Coordinate des 
Poles A. Somit folgt aus den Formeln (*.), 
unter Rücksichtnahme auf (a.), dass sämmtlichc 
Puncte 2j, d. i. 2, 4, 6, 8, .... zwischen c und 
A liegen; wie solches auch angedeutet ist in der 
beistehenden Figur. 



(•) 



(- OD)-U' 



*y* 



(2*o)-U> 



2J+1 
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Ferner ist nach (ß.) t weil d positiv ist: # 7 < <8" 6 < # 8 = — 2 d. 
Dieses — 2fl ist aber, nach (23.), == — 2 t + 2t o> also weil t positiv 
ist, < 2t , sodass man also schreiben kann: 

(J.) — oo < • • • • < # 7 < # ß < # 8 = — 26 < 2t . 

Das — oo ist aber die #-Coordinate des Poles Ä ; während andererseits 
das 2t die fr-Coordinate des Centrums c der Kugel (t ) repräsentirt. 
Somit folgt aus (f.), unter Rücksichtnahme auf (ct.), dass alle Puncte 
2j + 1, d. i. 3, 5, 7, 9, ... zwischen Ä und c liegen; wie solches 
auch angedeutet sich findet in der vorstehenden Figur. 

Wir haben hier von den beiden im Geschwindigkeitspotential <t> 
(26.) enthaltenen Functionen V und V nur die erstere in Betracht ge- 
zogen. Für die letzte, nämlich für W , gilt offenbar Analoges. Doch 
wird ein näheres Eingehen hierauf für unsere Zwecke nicht erforder- 
lich sein. 

§5. 
Berechnung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 

Die lebendige Kraft T der Flüssigkeit besitzt den Werth: 
(31.) T = Zj" + 2H E ' 6 + Z oE ; 2 , [vgl. (7.) p. 196], 

wo z. B. Z und H dargestellt sind durch die Formeln: 

(32.) Z = - | // Y cos (R, x) du, 

[vgl. (8.) p. 197]. 

(33.) H -§- ff V cos (i? , *) d<f . 

Auch wissen wir bereits, dass diese Coefficienten Z, Z , H lediglich 
abhängen können von der Centraldistanz E der beiden Kugeln. Es 
handelt sich nun hier um die wirkliche Bestimmung dieser Coefficienten. 

2a 

Da allgemein £ = — — ist [vgl. (25.) p. 105], so kann die Formel (30.) 

V> " • 

auch so geschrieben werden: 

(34.) y = 2W-L^--L^ + -L^-+....V 

Snbstdtairt man aber dieses ¥ in (32.), so erhält man: 

(35 ^ Z = — * ( 1 dU% - - — 4- — ^i I ^ 

wo alsdann die LTa die Bedeutungen haben: 

U v =ffT v cos(K,x)d6, 

Utj+i = ff Tij+i cos (R, x) da. 

Heu mann, Hydrodynamiiohe Unteriachungtn. 14 



210 Die lebendige Kraft der Flüssigkeit. 

Diese Formeln (35.), (36.) sind vollständig identisch mit den früheren 
Formeln (30.), (31.) p. 179, nur mit dem Unterschiede, dass das dor- 
tige G hier = 1 ist Demgemäss erhält man für das Z, analog der 
damaligen Formel (38.) p. 181, folgenden Werth: 

(37.) Z - V JP { 1 + 3(1 - **)> jf (tzT^t) 3 }. 

wo das f = qq ist [vgl. (24.)]. — Nun muss aber, wie ein Blick auf 
die Formel (31.) zeigt, der Coefficient Z zu den Kugeln (r), (r ) in 
derselben Beziehung stehen, in welcher Z umgekehrt zu (t ), (t) steht 
Demgemäss wird man also dieses Z aus dem Werthe (37.) einfach 
dadurch erhalten können, dass man 

R, 2> f=Q% respective mit B , q , f=q q 
vertauscht*). Man erhält somit: 

(38.) z; - V *. { i + 3(i - flö-2 (t^j*)'}' 

Was ferner H betrifft, so ergiebt sich aus (33.) durch Substitution 
des Werthes (34.): 

(39.) H = -oa ^— J¥t -.^ Wt + — w ^+-...), 

wo alsdann die F's die Bedeutungen haben: 

Vy =ffT,j cos (R ,x)d<f , 
(40.) 

Fa>+i = ff T v+1 cos (JB , x)d<fo. 

Bringt man auf diese beiden Integrale (40.) die Hülfssätze («.), (ß m ) 9 
(y.) p. 133 in Anwendung, und beachtet man dabei die in der Figur 
p. 208 markirte Lage der Puncte 2j und 2j + 1, so erhält man sofort: 

V * = 3 (r ) r *> C0 * (r *> *) = T *s~> 

V8/7 T I> 



(41.) 



F 2 ,+i = -^ r if+ i cos (r 2>+1 , x) = -£ r^; 



3 , z ^, — v ^^,^ 3 

denn jene Integrationen (40.) erstrecken sich über die Kugelflache 6 
oder (r ). Demgemäss sind unter r 2J und r%j+i die vom Centrum c^ 
(nicht c) nach den Puncten 2j und 2j + 1 laufenden Linien zu ver- 



*> Dass nämlich der Parameter q für die Kugel (t) genau dieselbe Bedeutung 
hat, welche q für die Kugel (t ) hat, unterliegt keinem Zweifel. Man kann solches 
erkennen entweder direct aus den Formeln (24.), oder (vielleicht noch bequemer) 
aus den Formeln (<r.) p. 205. 
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stehen; sodass also die Winkel (r iJf x) und (ffyfi* #) sämmtlich = 
sind. Aus (41.) folgt weiter: 



(42.) 



1 d V 2j = _ Sn 1 /;ßo\ 3 ^V_ 



i dV 2j+i ,4,7t i 9r n+\ 

-r 



V^v+i **v+i 3 VH^i **v+i 



Nach der Figur p. 208 ist aber: r 2j = aty — x^ und r^x = x%j+\ — x^, 

mithin z. B.: 

d r 2j _ dx tj 2o 

d» tj ~ d& 2j ~ tf> 2j > * 

£ü± _ ^H = _ 2o_ ( } 

Somit folgt aus (42.): 

t 

1 g r 2/ = , 16»a / 1 ^y 

(43.) ^ *** ~ 3 ^ '*' 7 

1__ 8 F 2y+1 8 »ä / 1 y 

Nach (ß.) p. 208 ist: ft 2s =2x+{2j— 2)d, und0>,+i = — 2jd, mithin: 

fa. = (**-f(/-i)<> _ e-^-u-ix>)« 7 
^ 2/+1 = (e» - er-**)*, [vgl. p. 103, (a.)]. 

Nimmt man von diesen Ausdrücken die positiven Quadratwurzeln, und 
beachtet «man, dass t, d, j positiv sind [vgl. (23.)], so ergiebt sich: 



]/^ +1 = ^ - 6-> d = e>\\ — «rW), 

oder mit Rücksicht auf die in (24.) eingeführten Bezeichnungen: 

Ktom = —5 — 

Bringt man ferner die allgemeine Formel: 

in Anwendung auf die Entfernung r v , d. i. auf die Entfernung (c , 2j), 
und beachtet man dabei, dass Ä^ = 2t und ^ = 2% + (2j — 2)d 

14* 
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ist, und dass ' überdies» die Grössen r, d und (2j — 2) stets positiv 
sind, r hingegen negativ ist, so erhält man: 

*"* = (l - e 2 **) ( e 2r+(2/-2)cr _ ^ > 

oder mit Rücksicht darauf, dass r — r = d ist: 

oder mit Benutzung der in (24.) eingeführten Bezeichnungen: 

W 2> ~(l-92)(l-9V>- 8 )* 

Beachtet man nun die bereits früher notirten Formeln: 

* - 1=7« -Ro - ^ , [vgl (g.) p. 202], 
so erhält man sofort: 



V 



1 - /*> 



Substituirt man jetzt die Werthe (a.) und (d.) in (43.), und beachtet 
dabei, dass qq = f ist, so folgt: 

_±^ d _Jv == , I6«a / f* \ 8 
V* V »V + 3 Vi-/*/' 

Substituirt man schliesslich diese Werthe (44.) in die Formel (39.), 
so erhält man: 

(46 , „__,„,- 1 2 (^) , +<.-r ?i )'+<r^) , +.... 

wo die Glieder erster Zeile den Puncten 2j, und die der zweiten Zeile 
den Puncten 2j + 1 entsprechen. Diese Formel (45.) reducirt sich 
aber sofort auf: 

(4ö.) H = - x 9 (2ay 5 (- ^) S - 

Nun ist nach (g.) p. 202: 

2« _*<»-- «5, 2 «- *<!=#, 

mithin auch: 2a = Kl5J!S^SEE3 . 

Vf 
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sodass man also die Formel (46.) auch so schreiben kann: 

3 



) I (r^r- 



(47.) H--»JÖSÜ'^.i!li^_Ö 

Die beiden Kugeln und die Natur der betrachteten incompressiblen 
Flüssigkeit sind als gegeben, mithin die Radien B, R , sowie auch die 
Dichtigkeit q der incompressiblen Flüssigkeit als absolut unveränder- 
liche Constanten anzusehen. Alsdann aber sind die Grossen q, q Q und 
f SBa QQo lediglich Functionen des Central- Abstandes E der beiden 
Kugeln [vgl. (25. a, b)]. Gleiches gilt daher, nach (37.), (38.) und (47.), 
auch von Z, Z$ und H. Also der Satz: Die in dem Ausdruck der 
lebendigen Kraft der Flüssigkeit: 

(48.) T=Zj' i ' + 2H E 'jo + Z ^, [Tgl. (31.)], 

enthaltenen Coefficienten Z, Z und H hängen lediglich ab von der augenblick- 
lichen Centr aldistanz E der beiden Kugeln. Uebrigens ist dies derselbe Satz, 
zu welchem wir schon früher [in (18.)] auf anderem Wege gelangt waren. 

§6. 

Fortsetzung. Soll der für die lebendige Kraft der Flüssigkeit 
erlialtene Werth der richtige sein, so muss sieh zeigen lassen, dass 

derselbe stets positiv ist. 

Mit andern Worten: Sollen die für Z, Z , H gefundenen Werthe 
die richtigen sein, so muss sich zeigen lassen, dass der mit diesem 
Werthe von Z, Z , H behaftete Ausdruck (48.) stets positiv ist. Um 
diesen Nachweis zu führen, stellen wir jene Werthe von Z, Z , H von 
Neuem hin, indem wir dabei zur Abkürzung setzen: 

V^R* - a, ys(i - <?f - B, 

(49.) • * 

wo unter den Quadratwurzeln (wie überhaupt an allen Stellen des vor- 
liegenden Werkes) die positiven Werthe derselben verstanden sein sollen. 
Wir erhalten alsdann 

(50.) Z = A* 1 + £* J£ ( r J -» 7 S \ , [nach (37.)], 

(51.) Z„ = A\ {l + B\2 ( t -C o V» ) 3 }> [ nach Wl' 

(52.) H = - A A,BB (jfj^ {^J*f> [™* («•)]• 
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Den Ausdruck für H (52.) kann man übrigens, indem man das (dem 
j = 1 entsprechende) erste Glied der Summe von den übrigen Gliedern 
absondert, auch so schreiben: 



(^#*+*^I(r^)'} 



(52. a) H = — ÄÄ 



Zur Erreichung unseres eigentlichen Zieles bedarf es nun einer 
gewissen Transformation dieser Ausdrücke für Z, Z 0; H, und zwar 
einer Transformation, welche sich von selber darbietet auf Grund 
unserer früheren Betrachtungen. Durch gegenseitige Vergleichung der 
beiden auf p. 181 notirten Formeln (40.) und (44.) ergiebt sich näm- 
lich sofort, dass für beliebige Werthe der positiven ächten Brüche q 
und f stets die identische Gleichung stattfindet: 



(*•) 



*? / fi \» / i \» «y n(n + 1) (qf) ,n+1 . 

jäU-iW VT/ Ä 2 i-f" +l ' 



eine Gleichung, die z. B. für g = f die Gestalt annimmt: 
'S / ^ V /lV^fn(n+l) (/7) 2 "* 1 



(A.) 



1 _/*«+! 

Mittelst dieser Transformationsformeln (x.) und (A.) gehen die Aus- 
drücke (50.), (51.) und (52. a) über in: 

» "^? n(n + 1) (g/ 1 ) 2 "* 1 

n=l 
3 



(53.) 



A* 



t) 2 



(54.) 






l + 2*(f)"3F 

\ So/ »=1 



2 i _/**+» 



(55.) H = — AA* 



(1 _ n . +^y .2 



1 — /*"+ 1 






Substituirt man aber diese Werthe von Z, Z , H in die Formel (48.): 
(56.) T-=Zj'»H-Z oE ;» + 2Hj'ji, 

so erhält man für dieses T einen Ausdruck von der Form: 



n=oo 

r-To + JS*'., 



(57.) 

dessen einzelne Glieder T und T„(n = 1, 2, 3, . . .) sich so darstellen: 
(58.) 



T* = y* + yl-2m*(T^, 



(59.) 



T. = 



M(«+l) f"+ l |. 8 «J*»- 1 - 1 , ..,9?" +1 „.... /*»+M 



^■»H-i 



i'V+^y- *■*&?■ 
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Dabei sind die Buchstaben y und y zur augenblicklichen Abkürzung 
eingeführt. Und zwar ist in (58.): y = A% und y = A % ] anderer- 
seits in (59.): y = AB% und y = A B % Q . 

Es lässt sich nun leicht zeigen, dass die "Glieder T n , einzeln ge- 
nommen, stets positiv sind, falls man nur beachtet, dass q, q und 
f=qq positive ächte Brüche vorstellen. In der That wird ein Aus- 
druck von der Form 

(*) Y=y*L + ylL -2yy M, 

ganz allgemein für beliebige Werthsysteme von y, y positiv sein, falls 
nur die L, L , M den beiden Bedingungen entsprechen: 

(ß) L = P ° 8 * 

KP ' J LL — M* = pos. 

Denn aus (a.) folgt: 

LY = y*L* + ylLL - 2yy L M, 

d.i. LY=byL-y My + (LL -M*)yt; q. e. d. 

Der in (59.) in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck entspricht 
aber diesen Bedingungen (/?.). Denn es ist für denselben z. B.: 

LL -M* = ^ji- - '-p-, also, weil qq = f ist: 

= r T ; 

und hieraus folgt, weil / ein positiver ächter Bruch ist: 

LL — M * = pos. 

Somit ist nachgewiesen, dass die T n (n = 1, 2, 3, . . .) stets positiv sind, 
für beliebige Werthe von j' und j . 

Etwas mühsamer ist der entsprechende Nachweis für das T . 
Substituirt man für J5 und B ihre eigentlichen Bedeutungen (49.), so 
nimmt der Ausdruck T (58.) die Gestalt an: 

^> = y +^-2yy .3^ i-r — ' ; 

sodass also für diesen Aufdruck T das (LL — HP) so lautet: 

diese letztere Formel kann aber, falls man für f seine eigentliche Be- 
deutung: f=qq einsetzt, auch so geschrieben werden: 

/ \ TT TLT2 1 O i3 , ^ ~~ ^ (* ~~ ^o)™» -x 

(y.) LLo-Jf 2 »!-^ wo* ^Tijr ist 
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Ohne erhebliche Schwierigkeiten lässt sich zeigen [vgl. den Nachtrag], 
dass diese Grösse ty stets zwischen und \ liegt Hieraus folgt als- 
dann sofort, dass die Grösse LL — M 2 stets zwischen und 1 — 9(i)* 
bleibt, mithin stets positiv ist 

Somit ist nachgewiesen, dass der Ausdruck T den Bedingungen (ß.) 
entspricht, also stets positiv bleibt. Gleiclies aber wurde vorhin schon für 
die T n (n = 1, 2, 3, . . .) constatirt. Und Gleiches gilt demgemäss auch 
von der Summe alF dieser T und T H , d. i. von T selber (57.). — 
Q. e. d. 

Nachtrag. — Dass der in (y.) aufgeführte Ausdruck rp stets zwischen 
und J bleibt, kann, vielleicht am Bequemsten, folgendermassen gezeigt 
werden. — Setzt man qq = f, und führt man in solcher Weise an Stelle 
von q das f ein , so lautet jener Ausdruck i/> folgendermassen : 

<»•) ♦- 7 n^r(i-f")(i-£)- 

Hieraus folgt sofort: 

(•■) ♦-TT^{< 1 +>'W[f , + ?])- 

Der hier in den eckigen Klammern stehende Ausdruck ist von der Form 
x + x~~ l , mithin stets > 2. Somit folgt : 

oder, was dasselbe ist: 



tö + *) 



Und hieraus endlich folgt, weil ein Ausdruck von der Form x -+- x ' 
stets > 2 ist: 

<♦.) * < ~ 

Dass andererseits aber tp auch stets ^ ist, folgt direct aus dem ur- 
sprünglichen in (y.) für ip angegebenen Werthe, falls man nur beachtet, 
dass q und q positive ächte Brüche vorstellen. Q. e. d. 



§ 7. 

Die Veränderung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit bei 

entgegengesetzten Bewegungsrichtungen der Kugeln. 

Die Coefficienten Z, Z und ( — H) im Ausdruck der lebendigen 
Kraft der Flüssigkeit sind, wie bereits mehrfach bemerkt ist, lediglich 
Functionen der Centraldistanz E der beiden Kugeln [vgl. z. B. den 
Satz in (48.)]. Ich werde gegenwärtig zeigen, dass diese Functionen 
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selber, nämlich Z, Z und ( — H) stets positiv, und dass andererseits 
ihre Ableitungen nach E stets negativ sind. Ich spreche dabei absicht- 
lich von den Functionen Z, Z und (— H), nicht H; weil in solcher 
Weise die Sätze sich bequemer und gleichmässiger ausdrücken lassen. 
Uebrigens wird beim Beweis dieser Sätze offenbar von den beiden 
Functionen Z und Z nur eine, z. B. nur Z in Betracht zu ziehen sein. 
Denn aus der Symmetrie der ganzen Sachlage folgt unmittelbar, dass 
jeder für Z gefundene Satz unmittelbar auch für Z gelten muss. 

Die Formel (50.) geht, falls man daselbst für A, B ihre Werthe 
(49.) substituirt, über in: 

(60.) Z = ^ E» (1 + 3 9 J + 3<p> + . . . . + 3<p* + . . . .), 
wo alsdann das <jp, die Bedeutung hat: 

(6i.) <pj = x _ ef *r 

Da die Grössen q, q und f = qq positive ächte Brüche sind, so folgt 
aus diesen Formeln sofort, dass Z stets positiv ist. Was nun ferner 
die Ableitung nach E betrifft, so ergiebt sich aus (61.): 

ffil -\ dl0gy i j(l+q 2 f 2J ) d\ogf -2g a (l -/^) dlogq ^ 

^ D1 - a ' dE i- 2 V 2y dE (l-**/*0(l-V) dE ' } 

Substituirt man hier die früher gefundenen Werthe:' 

dlogf 1 2(1 -H 



dE ^ (l ^^ )(l _^y 



(62.) 



2 



dlog q __ 1 1 +% 

dE ~ "~ E TZIj' 

d log q 11 + q % 



# = -i*T^> [vgl. P. 203], 

so erhält man 

<*log<pA 2(1 — HU 



w (- '-&) - 



*(i-s")(i-«J) (>-«■/•)' 

wo U die Bedeutung hat: 

u =j(i + j»/*) - (i + $ 3 * 1^. 

Dieses U kann aber, weil g^ = f ist, auch so geschrieben werden 

U - j(l + ffV) - (g> + O i^J. 



*) Es iat dies genau dieselbe Rech na Dg, wie früher auf p. 185. In der That 
sind die gegenwärtigen Formeln (61.), (61. a), den Buchstaben nach, identisch mit 
den damaligen Formeln (61.), (61. a). Weiterhin wird nun aber der Gang der 
Rechnungen von dem damaligen divergiren. 
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Dass aber dieser Ausdruck U, wenn (wie hier der Fall) j eine der 
Zahlen 1, 2, 3, 4, . . ., und q und f positive ächte Brüche vorstellen, 
stets einen positiven Werth besitzt, ist bereits früher [vgl. (£.) p. 186] 
gezeigt worden. Solches constatirt, folgt aber aus (61.) and (63.), 
dass die 

<pj und ( j^J, mithin auch die (— ^J 

durdiweg positiv sind. Dies überträgt sich, mittelst der Formel (60.), 
auf Z und ( — jj?), mithin auch auf die parallel stehenden Grössen 2^ 

und ( — -57! ). Und wir gelangen also zu dem Resultat, dass die Werthe 
der vier Atisdrücke 

(64.) Z, Z., und (- ||), (-|§) 

stets positiv sind. 

Wir gehen über zur Untersuchung von H. Die Formel (52.) 
nimmt, falls man daselbst für A, B, A^, B ihre Werthe (49.) ein- 
setzt,- die Gestalt an: 

(65.) . (- H) = ^ VWlP o • (3tf + 3*» + • • • + 3^ + • • -), 

wo alsdann ty die Bedeutung hat: 

(66.) *, = * * ■ —? 

Hieraus folgt durch Differentiation nach E: 

<* 'og % _ d log % df . d lo g % dq_ . 8 log % dg 
dE ~ cf dE'~ d'q dE ' dq„ dE> 



— V" / - ~ l ~ i- /V ä £ "•" Vi - «V <*E "•" ^ _ 3 »; dl 





dE' 



oder was dasselbe ist: 

d lQ g »j _ ( j(l+f* j ) _ 1\ dlogf tf_ dlogq _ gp d\ogq 

dE \ \—f) 2/ dE i — q % dE 1 — qi dE 

Substituirt man hier die Werthe (62.), so folgt nach einfachen Re- 
ductionen: 

wo 3$ und 8$' die Bedeutungen haben: 

SB = j(l +/%) - (a» + ql) i-T -£, 
(67. a) { _ ^ 

« , -i(l+/^)-(l+nf = 7r- 
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Diese Grossen 93 und 93' aber sind, weil j eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . vor- 
stellt, und q, q 0f sowie auch /*= qq positive ächte Brüche sind, stets 
positiv; wie sich folgendermassen zeigen lässt. Man bilde die Producte: 

Do - (i - «•) (i - «JP-*) - 1 +/*.-«■- #*-•. 

Qi - (i - «r) (i - a;/"*- 4 ) - 1 + p> - «v - a;/*- 4 , 

Q» - (i - aV 4 ) (i - a;/" 8 '- 6 ) - i + /"* - «7* - aj^^, 
IV. 1 (i - aV^') (l - $ - 1 + /* - «V*-" - «•? 

und addire dieselben. Alsdann ergiebt sich: 

o, + D, + o 4 • • + cv, - j(i + /•*>) - (a 8 + a») VztJ» 

oder was dasselbe ist: 

(67. b.) o o -h E^ + D 4 • • • + Et*-, — ®. 

Nun sind die D's, ihrer Definition nach, stets positiv. Gleiches gilt 
daher nach (67. b) auch von 93. 

Aus der Art und Weise, wie wir zu diesem Resultat gelangt sind, 
erkennen wir übrigens sofort, dass jener in (67. a) aufgeführte Aus- 
druck 93 stets positiv sein wird, welche Werthe man den darin ent- 
haltenen positiven ächten Brüchen q, q , f = qq auch zuerth eilen mag, 
und dass derselbe auch dann noch positiv bleiben wird, wenn man jene 
ächten Brüche q, q (einen oder beide) zu Eins werden lässt. Setzt 
man aber beispielsweise q «= 1 , mithin q = f, so verwandelt sich 93 
in 93' [vgl. (67. a)J. Somit folgt, dass 93', ebenso wie 93, stets positiv ist 
Solches constatirt, ergiebt sich aus (66.), (67.), dass die 

/ d log VA / drp\ 

(67. c) ty und I dE J J, mithin auch die I — -r-gl 

stets positiv sind. Und hieraus folgt weiter, mit Rücksicht auf (65.), dass 

(68.) (- H) und (+ j£) 

ebenfalls stets positiv sind. Schliesslich gelangen wir durch Zusammen- 
fassung der Sätze (64.) und (68.) zu folgendem Resultat: 

Die in dem Ausdruck der lebendigen Kraft der Flüssigkeit ent- 
haltenen Coefficienten Z, Z$ und H sind Functionen der Centraldistanss E 
der beiden Kugeln. Und zwar sind diese Functionen von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Werthe von 



(69.) Z, Z , (-H), 



dH 
dE 



stets positiv sind. 
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Aus diesem Satze ergeben sich bemerkenswerthe Folgerungen. 
Wir wollen annehmen, die Kugel werde mit der constanten Ge- 
schwindigkeit G in der Richtung der #-Axe, und die andere Kugel ö 
mit der ebenfalls constanten Geschwindigkeit G in der entgegengesetzten 
Richtung fortgeführt, sodass also j' = + G und $ = — G ist. Als- 
dann ergiebt sich für die lebendige Kraft T der Flüssigkeit der Werth: 
(70.) T = ZG 2 + Z G\ — 2HGG , [vgl. (48.) p. 213]. 

Bei dieser Bewegung der beiden Kugeln ist aber ihr Central- Abstand 
E in beständigem Wachsen begriffen. Somit folgt aus (69.), dass der 
Werth von T bei der genannten Bewegung fortwährend abnimmt. — 
Und umgekehrt wird die lebendige Kraft der Flüssigkeit fortdauernd 
wachsen, falls man die beiden Kugeln mit constanten Geschwindigkeiten 
gegen einander zueilen lässt; sodass das Maximum der lebendigen Kraß 
in dem Augenblick eintritt \ wo die beiden Kugeln zur Berührung gelangen; 
während andererseits die lebendige Kraft der Flüssigkeit ihren Minimal- 
werth in dem Augenblick haben wird, wo die beiden Kugeln unendlich 
weit von einander entfernt sind. .Dieser Minimal werth ist, wie sich ans 
den spätem Formeln (13.) p. 236 ergiebt: 

was übrigens auch leicht abgeleitet werden kann aus der früher ge- 
fundenen Formel (21.) p. 82- 

Die hier soeben aufgestellten Sätze beziehen sich immer nur auf 
den Fall, dass die absoluten Bewegungen der beiden Kugeln einander 
entgegengesetzte Richtungen haben. Wie sich die Dinge gestalten, wenn 
die absoluten Bewegungen von gleiclier Richtung sind, soll im folgen- 
den § untersucht werden. 

§ 8. 

Die Veränderung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit 

bei übereinstimmenden Bewegungsrichtungen der beiden Kugeln*). 

Nach (69.) sind j^ und -r~ negativ, hingegen -r-g positiv. Ver- 
steht man also unter c 2 und <? zwei ivilHcürlicJi gegebene positive y und von 
verschiedene Constanten, so sind die Vorzeichen der beiden Ausdrücke: 

(7U Q = ,tJ + c * ,7£ und Q o = S + ^ J&' 

*) Der Leser wird vielleicht gut thun, die etwas mühsamen Rechnungen dieses 
§ zuvörderst zu überschlagen, und auf dieselben erst dann einzugehen, wenn solche« 
durch die weiter folgenden Betrachtungen geboten ist. 
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nicht ohne Weiteres angebbar, vielmehr negativ oder positiv, je nach- 
dem in diesen Ausdrücken die ersten oder die zweiten Glieder über- 
wiegen sollten. Ich werde nun zeigen, dass eine Prävalenz der zweiten 
Glieder, mithin ein Positivwerden von Q, Q stets eintreten muss, falls 
man die beiden Kugeln hinreichend van einander entfernt. Dabei können 
die positiven Constanten <? und c* wie schon gesagt, ad libitum ge- 
geben gedacht werden; nur wird vorausgesetzt, dass sie von Null ver- 
schieden sind. 

Nach (60.) und (65.) ist: 

H = ^(l/Ä^) 3 [0-3^~3^ Stf ], 

mithin: 



Q 



dZ +<?£=3«9 (v^) 3 - 5 [ w 9) S - c2 <v*y *? % 



dE i v dE 

oder, falls man unter dem Summenzeichen für R und R die bekannten 
Werthe ^^ und -^ [vgl. (g.) p. 202] substituirt: 

Schreibt man hiefür zur Abkürzung: 



Q = 3*p (V2äR)* • 2 



dlogqp,. , 

dE ~ c ~\ y 






d.E 



»-— x> 



(72.) 






so kann man das cty folgendermassen darstellen: 

(73.) m^4^-- *X(- d ^M A * /V« ^ " *o *X dXog . ?i 



Nun ist nach (61.), (63.) ferner (fiü.) y (67.): 

<* log qp^. 



2(1 -m 



(73. a.) 



mithin: 



^ i-«V"' d * ; *0 -V) ö - «8 (» - «VÖ 

= |/i~^ Vi -«* • /•' d _ lo i^v _ - (i - n i* + »') 



i-/" 



V 



211 
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wodurch der in (73.) in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck 
die Gestalt erhält: 



[ ]-»-i*-(£&)' 



2U 



* + »' 



Substituirt man dies in (73.), und setzt man dabei zur augenblicklichen 
Abkürzung: 

(74) * = T=7^ und *-*Tl" 

und beachtet man gleichzeitig, dass der in (73.) vor der eckigen Klammer 
stehende Factor, nach (67. c), stets positiv ist, so erhält man: 

(75.) D> = (Pos. F.) [l - i jY»], 

wo unter dem (Pos. F.) jener positive Factor verstanden werden soll. 
Zur weiteren Untersuchung des Ausdrucks c^ (75.) ist nun zu- 
vörderst ein näheres Eingehen auf die Werthe von % und SB erforder- 
lich. Nach (74.) ist: 

also mit Rücksicht auf (73. a): 

(ß.) x - i - P<Pj- 

Bei wachsender Centraldistanz E sind q, q und f, wie aus (62.) 
folgt, in fortwährender Verkleinerung begriffen. Und Gleiches gilt nach 
(73. a) auch von q>j. Somit zeigt die Formel (ß.), dass die Grösse % 
bei wachsendem E in fortwährendem Wachsen begriffen ist. Und es wird 
also dieses % stets zwischen denjenigen beiden Special werthen sich be- 
finden, welche dasselbe einerseits bei der Berührung der beiden Kugeln, 
andererseits bei unendlicher Entfernung derselben von einander an- 
nimmt. Für den Fall der Berührung sind q, q , f alle = 1, also nach 

(74.): % = "TT- In Wirklichkeit findet man aus (74«) nach bekannter 
Regel : 

also weil bei der Berührung q und f zu Eins werden, während gleich- 
zeitig das Verhältniss -~ : —^ den früher [in (g.) p. 206] notirten 
Werth R : (R -\- R ) annimmt: 
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(y.) 



_ _ j(R + R ) 



(Werth bei der Berührung). 



* j(R + R ) + R > 

Lässt man andererseits die beiden Kugeln sich ins Unendliche von 
einander entfernen, so werden q, q und f zu Null, also nach (74.): 

(8.) x = 1; (Werth bei unendlicher Entfernung). 

Da nun % stets zwischen diesen in (y.) und (<J.) angegebenen Special- 
werthen bleibt, so ergiebt sich also für jeden beliebigen Werth von % 
die Formel: 

K > j(R + R ) + R ^*^ Ib 

Das ,; ist seiner Definition nach [vgl. (72.)] eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . 
Die linke Seite der Formel (f.) wird daher noch weiter verkleinert 
werden, wenn man ihren Nenner um jR + — l)-Ro vermehrt. So- 
mit folgt also a fortiori: 



(*) 



Was ferner SB betrifft, so ist nach (74.) 

ou 1t i n 5 



SB U 



U 



und weiter nach p. 186 und 219: 

u-$, + qfc + $ 4 + - 

(*.) SJ - D + D, + D< + 

SB' = Co + D4 + Di + 
Hier haben die Sß's die Bedeutungen: 

i * v -i-(i-2 , ^(i-m 



• + Dsy-«, 

• + Dfy-g. 

f*. =(l-« 2 )(l-n, 

& -(i-fl , n(i-/ v - 4 ), 



hfo-wi-sv^a-n 



ferner die O und Q' folgende Bedeutungen: 

D, =(l-2 2 n(l-3 2 / 2 ^), 
D 4 — (1— ffV t )(l-fl»/*^ 6 ), 



(«•) 



/ r m \' 



(*'•) 



l«V.-(i-« , / 1 ^ i )(i-«») J 



d;=(i-/-°)(i -/•*), 

Di -(1 -/")(! -^-*), 
jQi-(l _/•)(! _/V-»x 



lDi>_ s =(l-^- 8 )(l-n. 
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£3 geht nämlich SB in Sß' über, falls man q = 1 und q = f werden 
lässt [vgl. p. 219]; und dementsprechend repräsentiren die D' (x'.) die- 
jenigen Werthe, in welche die D (x.) für q = 1 und q = f sich ver- 
wandeln. 

Beachtet man, dass q, q und f = qq positive ächte Brüche sind, 
mithin z. B. f<q, und ebenso f<q Q ist, so ergiebt sich: 

durch Vergleichung von (*.) und (x.): und durch Vergleichung von (*'.) und (%.)• 



(L) 






(i'O 



1 *%<$, 



Ferner erhält man 
aus den Formeln (1.): 



(u.) 



(ft'.) 



und aus den Formeln («.): 

c*^ (i - «•) (i - «fr 

O* > - 9*) (1 - «öi 

Q4 ^ (i - «*) (i - aö> 



2^8 



£i, 



Aus (L\ (A'^ erhält man weiter, mit Rücksicht auf (&.): 

und aus \\ik\ (f*Vl: 

J 



& 



U 






überdiess ist -=- ^ 0; 



!>■ 



dies* letato Formol filr .: unterließ nämlich keinem Zweifel, weil die 

U. *, *\ ^J % C C. iuf»l**o v fr.\ y.\ (*.). (x'.\ stete positiv sind. 
K ml Höh enjiebt sich jetxt aus v i;.\ mit Hinblick auf 11O, (&): 

oder was dassolbo ist: 



-<*V -•# 






1 

• 






v 7iO 



1 



1. 



1 

1 



l ^*? 



I - 



v" » 



Uebereinstimmende Bewegungsrichtungen. 225 

Nun war in (75.) gefunden: 

(77.) mj = (Pos. F.) • [l - {1 «Y»)} 

Zufolge (76.) gilt daher für dieses Oj einerseits die Formel: 

(78.) „ > (Po* F.) • [l - { £ , j^j^j }} 

und andererseits auch folgende Formel: 

(79.) «j < (Pos. F.) • [l - {1 <? ( J-) 4 }]- 

Lässt man die Gentraldistanz E der beiden Kugeln ins Unendliche 
wachsin, so convergiren q und q beide gegen Null [vgl. z. B. (<f.) 
p. 205. Durch ein hinreichendes Anwachsenlassen von E wird man 
daher in (78.) den daselbst in der geschweiften Klammer enthaltenen 
Ausdruck unter 1 hinabdrücken können. Solches aber ausgeführt ge- 
dacht, werden alsdann, nach (78.), die Grössen (o jy d. i. o n &*, ra s , . . . 
bei weiterem Anwachsen von E durchweg positiv bleiben. Und 
Gleiches gilt daher nach (72.) auch von dem zu untersuchenden Aus- 
druck Q. Man wird also, falls die Constante c 2 gegeben ist, stets einen 
Werth E' der Centraldistanz finden können, von solcher Grösse, dass die 
von E abhängende Function Q im Intervalle E = E' . . . . oo durchweg 
positiv bleibt. 

Versteht man also in dem Ausdruck 

(80.a) Ö-S+'Ä 

unter c* eine beliebig gegebene, jedoch positive und vm verschiedene 
Constante, so wird sicli stets in dem Intervall E = (R -f- R ) . . . . oo 
ein Punct E' markiren lassen: 

(R + IQ < E' < oo, 

von solcher Lage, dass jene voti E abJuingende Function Q im Intervall 
E' . . . . oo durchweg positiv ist. — Dass ein analoger Säte auch gilt 
für den Ausdruck: 

(80. b) Q » = S + ^.^' [*8L(71.)1, 

bedarf keiner weiteren Erläuterung. 

Nehmen, wir nun an, die beiden Kugeln bewegten sich (durch 
irgend welche Ursachen) mit constanten Geschwindigkeiten G und G 
beide in gleiclier Richtung vorwärts, also entweder beide in der Rich- 

Neumann, Hydrodynamiaohe Untersuchungen. 16 



226 Uebereinetimmende Bewegungsrichtungen. 

* 

tung der x-Axe, oder beide in der entgegengesetzten Richtung. Als- 
dann hat die lebendige Kraft T der Flüssigkeit im einen wie im andern 
Fall den Werth: 

(81.) ' T = ZG* + 2HGG + Z G\, [vgl. (48.) p. 213J; 

woraus folgt: 

oder was dasselbe ist: 

fM\ dT r* ( dZ _l c « dH \ ±^ 2 ( dz o i G dH \ 

Auf die beiden eingeklammerten Ausdrücke sind aber die Sätze (80. 
a, b) sofort anwendbar. Und hiedurch gelangt man alsdann zu folgen- 
dem Resultat: 

Betvegen sich die Kugeln beide nach derselben Richtung mit con- 
stanten, endlidien und von Ntdl verschiedenen Geschwindigkeiten G und 
G , so wird sich in dem Intervall E = {R + jR ) . . . . oo stets ein Punct 
E' angeben lassen: 

(84.) (ü + R ) < E' < oo, 

dT 
von solcher Lage, dass der Differentialquotient -r™ im Intervall E' . . . . <x> 

durchweg positiv ist. 

Dieser Satz lässt sich unmittelbar auf T selber übertragen ; wobei 
im Ganzen drei Fälle zu unterscheiden sind; denn je nach der Be- 
schaffenheit der constanten und gleichgerichteten Geschwindigkeiten G 
und G ist der Central- Ab stand E entweder in fortdauerndem Wachsen, 
oder in fortdauerndem Abnehmen, oder aber constant 

Wenden wir uns zuvorderst zum Falle des wachsenden E, und 
verfolgen wir dabei die Kugeln vom Augenblick der Berührung bis zu 
weiteren und weiteren Entfernungen , so wird die lebendige Kraft T der 
Flüssigkeit bei den aufeinander folgenden Positionen: 

(84. a) (R + R ) .... E' .... oo 

im letzten Intervall E' . . . . oo beständig wachsen. Wie ihr Verhalten 
im ersten Intervall (R + Rq) . . . E 1 beschaffen ist, bleibt dabei .unbekannt 
(eine nocfi der weitem Untersuchung bedürftige Frage). 

Aehnliches ist zu bemerken bei dem Fall des abnehmenden 221 
wobei man alsdann die Bewegung der Kugeln zu verfolgen hat von 
E = oo bis E = R + jR . Was schliesslich den Fall des constanten 
E betrifft, so wird in diesem Fall die lebendige Kraft T der Flüssig- 
keit ebenfalls constant sein; wie z. B. aus (81.) sofort ersichtlich ist 
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§ 9. 
Bestimmung eines gewissen, für die weiteren Untersuchungen 

wichtigen Vorzeichens. , 

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen sind wir bekannt 
mit den Vorzeichen von -r™ -£*, j^ } (vgl. den Satz p. 219), hin- 
gegen noch uiibekannt mit den Vorzeichen der Grösse 

m <*(Z + 2H + Z ) 
(1-) — dE 

Gerade das Vorzeichen dieser letztern Grösse ist aber für unsere 
weiteren Betrachtungen von besonderer Wichtigkeit 

Leider scheinen die bisher von mir benutzten Methoden zur Ausfüllung 
dieser Lücke nicht ausreichend. Und ich sehe mich daher genothigt, 
zu einer neuen Methode meine Zuflucht zu nehmen, die sich übrigens 
gewissen von Bobylew in der Elektrostatik angestellten Betrachtungen 
einigermassen anlehnt. (Vgl. Bobylew'a Aufsatz in den Math- Annalen, 
Bd. 7.) 

Differenzirt man die auf p. 221 angegebenen Grössen Z, H nach 
der Centraldistanz E, und bedient man sich dabei des an jener Stelle 
(p. 221) angegebenen Weges, so findet man ohne besondere Mühe: 

^= — 3R-2U, 
(2.) dE 

wo 9Ä einen positiven Factor vorstellt vom Werthe: 

' JE(l-9*)(l -4)' 

während Ü, SB, SB' folgende Summen vorstellen: 






(i- ff*? > 



(4) m => J y '** 



Dabei haben U, 83, 33' die früher festgesetzten Bedeutungen- Nach (#.), 
(*'.), (*.), (*'.) p. 223 ist mithin: 

U = fa v 1 (1 - jV») (1 - f*-»), 

16* 
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8 - *J£ (1 - flV") (1 ~ #*-»"), 

fr— J — 1 

fc=0 

Dies in (4.) substituirt, erhält man: 

(5.) « = j 1 / (T f^ j- (i - jv») (l - #*-•-*) 

81 - Ä (ö^F J (1 - m (1 - ^} 

i?$ handelt sich nun für unsere Zwecke vor allen Dingen um eine ge- 
wisse Transformation dieser drei Ausdrücke U, 38, äÖ\ Und zu diesem 
Behuf bemerken wir, dass dieselben sämmtlich von der Form sind: 



(6.) 






in der That verwandelt sich © der Reihe nach in U, SB, 35', sobald 
man über die a, ß, y jedesmal in geeigneter Weise disponirt Dem- 

■ 

gemäss werden wir unsere Untersuchungen mit diesem allgemeinen 
Ausdruck © beginnen , und zuvördesst diesen der in Rede stehenden 
Transformation unterwerfen. 

Vertauscht man in (6.) die Aufeinanderfolge der beiden Stimula- 
tionen, so erhält man durch einfache Ueberlegungen: 

*=«> >=<x / 3.3/ \ 

(7.) © - 2 2 ( ( 7 "W ^ - ?**) V ~ y2/ "^> V 
Es ist aber nach dem Binomischen Satze: 



< 8 -) (^«w - 2 <W> wo c, - ^VrV.^y- • 

Somit folgt aus (7.), falls man zur Abkürzung 2p + 3 = g setzt: 
oder, falls man jetzt die Summation nach j wirklich ausführt: 






*=*? r(i _ ff*)fi&+i) y * (/■-** _p2)/<H-w*+i>-i\ 
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oder, falls man schliesslich die Summation nach k ebenfalls ausführt: 

( 9.) e - 2 c,<.n> (^ - j-^) (^ - ^). 

Der allgemeine Ausdruck © geht aber, nach (5.), (6.), über 
in Ü, für a = q, ß — £, y = 1, 

in», für «=1, = 0, y=l = ^, 

in ff, fBr « - 1, /J= 1, y= 1. 
Somit folgt aus (9.), mit Bücksicht darauf, dass f<=qq ist: 

Setzt man also zur Abkürzung: 

f_~ £.-_£L. d.i. x 



_J £ü 

1 _ /V x _ /V+i 



(»•) «"- - . ~M, 



^ " ^ _ ir^T»' wo übera11 9 - 2p + 3 sein soll, 
so erhält man aus (10.) 

flessOO 

Vi — 2Q,QF, 

p=co 

Demgemäss folgt aus (2.): 

(13.) 2 J J - + 23R 2 <W«& + *"), 

J>=a0 

ferner: 

(14.) S = -2SRl r CpFg, 

J>=a0 

und der letzten Formel entsprechend: 



230 Bestimmung eines gewissen Vorzeichens. 

Versteht man aber unter T die lebendige Kraß der Flüssigkeit, 
ferner unter j' = G und r/ } = G die augenblicklichen Geschwindig- 
keiten der beiden Kugelmittelpuncte, so ist bekanntlich: 

( 16 -) S - S G * + 2 js GG « + S G °> t y « L ( 82 -> p- »* 

Substituirt man hier die Werthe (13.), (14.), (15.), so folgt: 
(17.) % - 28»2 r C,[(Ö« + F*)GG 9 - FQG* - FQ Gl~], 

oder was dasselbe ist: 

(18.) % = 2W P 2C P {QG - FG ) (Q G - FG), 

p=Q 

eine durch Einfachheit und Symmetrie ausgezeichnete Formel, in welcher 
9ft, C p , und Q } Q , F die in (3.), (8.) und (11.) angegebenen Bedeutungen m 
haben. 

Für den speciellen Fall, dass G und G beide = 1 sind, erhalt 

man aus (16.) und (18.): 

(i9.) d( - + Ie + A) = m !? c p(Q - F ) (Qo - n 

Und mittelst dieser letztern Formel lässt sich nun leicht das Vor- 
zeichen des Ausdrucks (19.) ermitteln. Nach (11.) ist nämlich: 

Q ~ F lE^ + lf-^'' wobei * - 2* + 3-, 

oder was dasselbe: 

v i-r\ ! + /■+/•... +7«-»" 1 " i +f+ f*... + r + * )' 

Setzt man also für den Augenblick 

* = 1 + 2 + «* • • • + vr\ 

? = i + /■ + /■*... + z*- 1 , 



so wird» 



O— p-^ 1 -«/ * I » + 3* + g^' N 



oder was dasselbe ist: 

(20.) Q-F^ 1 ~ q 



l ~f <p(.<P + f* + f*+ 1 )' 
wo der Zähler j den Werth hat: 

J - (fl* + S*" 1 )* -(/"' + /*' +1 )*- 



n=*j — 1 

2 

*=sg— 1 
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Substituirt man hier für <p und x ihre eigentlichen Bedeutungen, so 
folgt: 

> -"2 "[(*' + ^f" - (/v + z 1 * 1 )«"! 

d. i.: 

(21.) j = "jf •[(«/)« (<?»-» - /*-) + («/)" (ff*-" +1 - /*-+ 1 )] ; 

und hieraus erkennt man, weil q^>f ist, dass jener Zähler $ stets 
positiv sein wird. Somit folgt aus (20.), dass Q — F ebenfalls positiv 
ist. Und Gleiches gilt offenbar auch von Q — F. Gleiches gilt iiber- 
diess auch von 501 (3.) und von C p (8.). Demgemäss ergiebt sic/h aus 
(19.), dass der Ausdruck 
(22.) «Z+jM + W 

unter allen Umständen positiv ist. 

Da übrigens f, q, q positive ächte Brüche sind, so folgt aus (11.), 
dass F } Q, Q positiv sind. Gleiches gilt daher nach (13.), (14.), (15.) 
auch von 

( 23 ') dE' \ dEJ> \ dSp 

was in Einklang steht mit dem früher, erhaltenen Satz p. 219. 

Bemerkung. — Die beiden aus (22.) und (23.) entspringenden 

Formeln: 

d(2H + Z + Z ) 

dE P ' 

d(2H-Z-Zo) 
—-iE ~- = P° 8 - 

führen sofort zu dem Resultat, dass 

ist. Hieraus folgt weiter: 

* \dEJ -~ \dE ^ dE) > 
mithin a fortiori: 

Und aus dieser letzten Formel (24.) ergiebt sich, dass der Ausdruck 

( 25 '>> JE = dE G2 + 2 dE GG <>+dE G *> 

bei festgeJialtenem (übrigens beliebig gegebenem) E } stets zum Ver- 
schwinden gebracht werden kann durch passende Wahl von G uncb 
G . Demgemäss ergiebt sich folgender Satz: 
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/■» 
Man kann das Yerhältniss Y=q- der beiden constanten Geschwindig- 
keiten G und 6? stets in solcher Weise bestimmen, dass der Differential- 
Quotient -t-~ bei einer gegebenen Centraldistanz E verschwindet. Und 

zwar erhält man bei Lösung' dieser Aufgabe stets zwei Werthe von F. 
Jeder von diesen Wertheti ist positiv, sodass also jene dum Verschwinden 

J rp 

von -i-p erforderliciien Geschwindigkeiten G und G unter allen Umständen 

von einerlei Riclitung sein werden; was in Einklang steht mit dem 
Satz p. 220. 

§ 10. 
Die Resultanten der auf die beiden Kugeln von der Flüssigkeit 

ausgeübten Druckkräfte. 

Wir haben diese Resultanten X p und Xj bereits früher (p. 195 — 200 1 

angegeben. Doch wird es angemessen sein, die damaligen Ergebnisse 
von Neuem aufzunehmen, zunächst in übersichtlicher Weise zusammen- 
zustellen, und sodann weitere Bemerkungen daran anzuknüpfen. Das 
Hauptresultat der damaligen Untersuchung können wir etwa so aas- 
sprechen: • N 

Es sei C das Centrum, und VCO der von Unten nach Oben laufende 
vertikale Durchmesser einer fest aufgestellten Kugelfläche ö m von un- 
endlich grossem Radius. Innerhalb dieser Fläclie befinde sich eine 
incompressible Flüssigkeit. Und im Innern dieser Flüssigkeit mögen sich 
zwei Kugeln (etwa zwei Metallkugeln) von den Radien R und R^ be- 
finden, deren Centra c und c längs jenes festen Durclimessers UCO nach 
Belieben hingleiten können. 

Auf dieses materielle System mögen von Aussen her gegebene Kräfte 
einwirken; und zwar seien die x-Cotnponenten der die beiden Kugeln sei- 
licitirenden äussern Kräfte mit X und X , andererseits x 

das Potetitial der die Flüssigkeit sollicitirenden äussern 
Kräfte mit V = V(x, y, z) bezeichnet. Dabei mag als 
x-Axe der vertikale Durchmesser UCO, und afe yz-Ebene —*(£) 

die durcli C gelegte Horizontal-Ebene angeseJien werden. 

Alsdann ergeben sicli für die Bewegung der Kugeln 
die Differentialgleichungen : 



E 



M 1& = X + XP 



i *-• 



u»> 
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wo M und M die Massen der beiden Kugeln, und j und j die x-Co- 
ordinaten ihrer Mittelpuncte c und c vorstellen. Dabei haben X und X^ 
die schon genannte Bedeutung; wahrend X p und Xj die x-Componenten 

derjenigen Wirkungen vorstellen, welche auf die Kugeln ausgeübt werden 
durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit 

Bezeichnet man den Central- Abstand (cc ) der beiden Kugeln mit E, 
und denkt man sich dabei (zur Fixirung der Vorstellung) den Punct c 
oberhalb c gelegen, mithin: 

(2.) E = t — i , und E>E , 

so haben die Componenten X p und X* folgende Werthe: 

(3.) 

Yp= YJM dZ °( dE Y <*(Z + 2H + Z )/dr\ 2 9 ( 7 d>i <Pr\ 

vgl. p. 200. Dabei bezeichnen Z, Z und H bestimmte nur von E ab- 
hängende Functiotien, nämlich Ausdrücke, die ausser von E selber nur 
noch von den Radien R, Rq der beiden Kugeln und von der Dichtigkeit q 
der incompressiblen Flüssigkeit dependiren. Ueberdiess repräsentiren X* 
und X^ die dem Princip des Archimedes entsprechenden Kräfte, nämlich 

die x-Componenten derjenigen Wirkungen, welclve die durch das Potential 
V «= V(x, y, z) definirten äussern Kräfte auf die Kugeln ausübeti würden, 
falls die Materien der beiden Kugeln idetitisch wären mit der gegebenen 
Flüssigkeit. 

Was jene von E abMngenden Functionen Z, Z und H betrifft, so 
ist zu bemerken, dass die sechs Grössen: 

Z, Zo, (- H) 

( 4 (- dz \ f_lüA *» [vgl. p. 210] 

\ dE) 1 \ dE)' dE 

unter allen Umständen positiv sind, und dass ferner der Ausdruck 

(5) <*(Z±JH + Z,) [vg , (22) p 231] 

ebenfalls unter edlen Umständen positiv ist. Will man also z. B. in der 
Formel für X p (3.) die Vorzeichen der einzelnen Glieder anschaulich 
machen, so hat man zu schreiben: 

(6.) x> — X, + .(<£)' + ?(%)'-,% + ,% 
und hinzuzufügen, dass a, ß, y, d stets positiv sind. 
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Wir haben somit, wie die Formel (6.) zeigt, bei 

der auf die Kugel c wirkenden Kraft X p im Ganzen 
fünf Theile zu unterscheiden. Der erste Theil ent- * 
spricht dem Princip des Archimedes. Der zweite 

Theil rührt her von [ -=— j , und ist stets von solcher 

Beschaffenheit, als würde die Kugel von der Neben- 



an 



E 



tt) 



kugel c abgestessen (einerlei ob das -77- positiv oder ^oUEo) 



negativ ist). Der dritte Theil rührt her von (-sy ) 

und ist ebenfalls von solcher Beschaffenheit, als 
würde die Kugel von der Nebenkugel c abgestossen. 



—y* 



d*v 
Der vierte Theil rührt her von -r-f,'und ist der Beschleunigung der 

betrachteten Kugel stets entgegengesetzt gerichtet. Der fünfte Theil 

endlich rührt her von der Beschleunigung -~p der Nebenkugel, und ist 

dt 

stets von solcher Beschaffenheit, als würde die Kugel durch jene Be- 
schleunigung der Nebenkugel in gleichem Sinne sollicitirt. 

Man kann übrigens z. B. die erste der Formeln (3.) auch so schreiben: 

P .,»__X.-K(«) , + tZ^] + B5(%) , -»(I + H)9]. 

wo I zur Abkürzung gesetzt ist für (Z + 2 H + Zq). Bei dieser Schreib- 
weise treten im Ausdrucke der auf die Kugel c einwirkenden Kraß X 9 
der Hauptsache nach drei Glieder uns entgegen. Das erste entspricht 
dem Princip des Archimedes. Das zweite rührt lediglich her van der 
relativen Bewegung der beiden Kugeln zu einander; denn es ist nur mit 

—rr und -ttj- beliaftet. Und das dritte Glied endlich rührt lediglich her 

von der Bewegung der Nebenkugel c ; denn es ist nur mit -—? und 

d % x 

-r^- behaftet. Dabei mag darauf aufmerksam gef nacht sein, dctss jenes 

zweite nur von der relativen Bewegung abJtängende Glied eine gewisse 
Analogie mit dem Weber' sehen Grundgesetz zeigt. 

Führt man nämlich statt der Function Z =» Z(E) für den Augenblick 
eine andere Function tp = if>(E) ein, indem man setzt: 

z - ( d *- Y 

\dEJ ' 
so geht jenes zweite Glied der Formel (7.) über in: 

2 /j.\2 



o d* d*ip (dEY , 9 (dv V ££ 
* dE dE* \dt) "t" ' \dEJ dt* > 
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d. i. in 

9 d^_ d*rp 

* dE dt* ' 

und dies würde der dynamische oder kinetische Theil des Weber'schen 

Gesetzes sein, falls ip = ]/J5 wäre; was allerdings bei der gegenwärtigen 
hydrodynamischen Untersuchung nicht der Fall ist. Und demgemäss 
habe ich vorhin auch nur von einer Analogie gesprochen, welche zwischen 
jenem zweiten Gliede der Formel (7.) und dem Weber'schen Gesetz 
stattfindet. . 

§ 11. 

Anwendung auf den Fall, daas die beiden Kugeln weit 

von einander entfernt sind. 

Ebenso wie früher werde zur Abkürzung gesetzt [vgl. p. 213]: 

A - "J/^ R\ B = V'i ( 1 - q*f, 

A - J/?S j£, B = >/3(l ^jfr. 

Es seien nun die beiden in Bewegung begriffenen Kugeln sehr weit 
Ton einander entfernt, mithin q und q und f = qq sehr kleine Grössen 
[▼gl. (0.) p. 205]. Betrachtet man diese kleinen Grössen q und q als 
Ton gleicher Ordnung, und vernachlässigt man die .siebenten Potenzen 
derselben, so erhält man aus den Formeln p. 214 für Z, Z , H die 
Werthe: 

Z - ^ (l + B* 1 -^ i ^ fS ) = A*(\ + &f*), 
(9.) Z = AI (l + Bl - 1 - 2 - % r-- f9 ) = Al(l + Bin 

H = - AA.BB, -&1L- = _ AA BB (VfY, 

oder, falls man för B, B die Werthe (8.) substituirt: 

Z= ^«(1+3/*), 

(10.) Z «= ^(i+3A 

H = - ^^ (3(V7) S - | («* + <$ (V?)'). 

Vernachlässigt man aber nicht die siebenten, sondern schon die fünften 
Potenzen von q und q Qy so erhält man: 

(11.) Z = A*, Z n = A* n , H AA -d(yff. 
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Bei dieser ersten Annäherung kann nun, nach (9?.), (#.) p. 205, 
<L = o s = ~E> m ühia % = ~~jj; gesetzt werden. Alsdann ergiebt sich: 

(12.) Z=A\ Z = ^, H = -AA V Ei ° , 

oder, falls man für A, Aq ihre Werthe (8.) substituirt: 



(13.) Z~-£R>, Z = ^ , H x 9 jp 

Substituirt man schliesslich diese Ausdrücke (13.) in (3.), so erhält man: 

(u) X, — X + u*[+$ (%)' + 5 S - i »} 

Bei dem hier eingehaltenen Grade der Annäherung bestehen also die 
auf die Kugeln ausgeübten Druckkräfte X' und X? einerseits aus den 

durch das Princip des Archimedes bedingten Theilen — X J und — X* 

und andererseits aus gewissen andern Theilen, die umgekehrt propor- 
tional respective mit der vierten, dritten und nullten Potenz der Central- 
distanz E sind. 



Weitere Untersuchungen über das Hamilton'sche Princip, in seiner 
Anwendung auf die Probleme der Hydrodynamik. 

§ 1." 

Ueber gewisse in den Formeln des Bamilton'sehen Principe auf- 
tretende Differenzen. Stellung einer bestimmten hydrodynamischen 
Aufgabe zur näheren Untersuchung dieser Differenzen. 

Für die virtuelle Arbeit ÖL = L x 8a + L % dß -f" . . . ., oder viel- 
mehr für die in diesem Augenblick vorhandenen Coefficienten L lf L % , ... 
haben wir früher [p. 63], mittelst des Hamilton' sehen Princips, die 
Formeln erhalten: 
/1\ r d(T-2Q -W) d dT . (dA dB\ a , , (dA dÖ\ , . 

etc. etc. etc. 
Lange Zeit habe ich geglaubt, dass die hier auftretenden Differenzen 

(-tt* — -g— )> (-5 *—), etc. etc. identisch = seien, und solches zu 

beweisen mich bemüht; bis ich schliesslich zu einfachen Beispielen ge- 
langt bin, aus denen das Gegentheil hervorgeht. Um näher auf diese 
Dinge einzugehen, stellen wir uns folgende Aufgabe: 

Ein starrer Korper enthalte in seinem Innern einen mehrfach zu- 
sammenhäng enden und mit incompressibler Flüssigkeit erfüllten Hohl- 
raum 9L Die Beweglichkeit des Körpers sei eine völlig freie oder auch 
eine durch gegebene Bedingungen beschränkte; sodass also die augenblick- 
liche Position des Körpers von irgend welchen Parametern a y ß y . . . ab- 
hängt, deren Anzahl < 6 ist- 

Auf dieses aus Körper und Flüssigkeit bestehende materielle Systetn 
mögen von Aussen her gegebene Kräfte einwirken; insbesondere mag 
das Potential der die Flüssigkeit sollicitirendeti äussern Kräfte mit 
V= V(x, y, z) bezekJinet sein. Ueberdiess sei der Anfangszustand des 
starren Körpers , und ebenso der der Flüssigkeit in beliebiger Weise ge- 
geben, jedoch letzterer als ein wirbelfreier. Dieser wirbelfreie Anfangs- 
etistand der Flüssigkeit mag gegeben sein durch Angabe der denselben 
charakterisirenden Constanten x, x, x" f ... (p. 31). 
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Unter so bewandten Umständen soll die Bewegung des materiellen 
Systems, und ferner auch der während dieser Bewegung von der Flüssig- 
keit auf die Wände des Hohlraums 9t ausgeübte Druck naher untersucht 
werden. In letzterer Beziehung wird namentlich die virtuelle Arbeit 
(2.) ÖL = L t da + L 2 dß H 

zu berechnen sein, welche die Flüssigkeit vermöge ihres Druckes auf 
den starren Korper ausüben würde, falls man denselben aus seiner 
augenblicklichen Position (a, ß } . . .) in irgend welche willkührlich ge- 
wählte Nachbarposition (a + * Ä / ß + äßt • • •) überführen wollte. Und 
bei Berechnung dieser Arbeit 6L wird zu verfahren sein nach Vor- 
schrift unserer allgemeinen Regeln § 16, p. 61 — 63. 

§ 2. 
Behandlung der gestellten Aufgabe. 

Führt man ausser dem absolut festen Axensystem (x, y, g) noch ein 
zweites Axensystem (£, % g) ein, welches mit dem gegebenen Körper 
starr verbunden ist, und bezeichnet man für irgend ein Molecül dieses 
starren Körpers die Coordinaten in jenen beiderlei Systemen respectdve 
mit x, y y z und £, 17, £, so finden die Relationen statt: 

l = a + % x x + % 2 y + V, 

(3.) n = b + 93i* + 93*y + »s*, 

S-c+tt^ + tt^ + ff,*, 
deren Coefficienten o, b, c, % 93, ß gegebene Functionen der Parameter 
cc, ß, . . . sind, während die a, ß } . . . ihrerseits unbekannte Functionen 
der Zeit sind. Dies vorangeschickt, haben wir nun zuvorderst das 
Gesdiwindigkeitspotential der Flüssigkeit: 
(4.) <D — O + ^a' + <D 2 /r H [vgl. p. 62] 

in Betracht zu ziehen. Die zur Bestimmung von <t> , <P l7 <J> 2 , .... 
dienenden Bedingungen (B .), (B t .), (B r ), .... [p. 39], gelten zunächst 
nur für das absolut feste Axensystem (x, y } z\ lassen sich aber leicht 
auf das mit dem Körper verbundene Axensystem (g, ij, £) übertragen, 
und lauten alsdann folgendermassen: 

<t> soll in den Querschnitten des Hohlraumes 9t mit den ge- 
gebenen constanten Werthdifferenzen x, x, x'\ .... behaftet, 
hiervon abgesehen aber im Räume 9t stetig sein, 



<B .) 



d<t> d<t> d^ d*4> d 2 <t> d*<t> 

~di> df' ~h steti9j und ^ + ^+w~°>™ BMme *> 

-^ = 0, an der Oberfläche von 9t; 
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ferner was <t> t betrifft: 

<J> X stetig im Räume 9t, 



(B,.) 



d<t>. 3<b d<t> d*Q> d*0 d*<t> 

äF ; ~di' ~$t st€tig > und W + T&+ ap—0, im Räume«, 

-grr = A, an der Oberfläche von SR; 



U. 8. w. ü. s. w. Die letzte der Bedingungen (2? 2 .) wird z. B. lauten: 

■jjj = B, die letzte der Bedingungzn (B 3 .): -^ = T, u. s. w. Diese 

Grossen A, B, I", . . . sind für jedes Oberflächenelement des Hohlraumes 

SR bestimmte Functionen der Parameter cc, ß, [vgl. (6.) p. 8], 

während gleichzeitig N die der Flüssigkeit abgetvendete Normale des 
Oberflächenelementes repräsentirt. 

Während also die Bedingungen (B .) von den a, ß, . . . völlig frei 
sind, zeigen sich die weiter folgenden Bedingungen (B t .), (B 2 .), .... 
durchweg mit den a } ß } .... behaftet Und demgemäss erhält man 
also für <J> einen von a, ß } . . . unabhängigen Werth: 

(&•) <t>„ = * tf, n, t), 

hingegen für <t> l9 2 , .... Werthe, die ausser von g, 17, g auch noch 
von den a, ß, - . . . abMngen: 

(5 a ) *i — 4>i(Si V, t, *, ß, ••••), 

** — <fcj(l> fli ^ «, ß> •■■•)> 

etc. etc. etc. 

Diese Formeln (5.), (5. a) können indessen leicht zu Missverständnissen 
und Fehlem hinleiten, sobald man auf dieselben die Regeln des schon 
citirten § 16 p. 61 in Anwendung bringt Bei jenen Regeln sind näm- 
lich als rechtwinklige Coordinaten stets solche vorausgesetzt, die sich 
auf ein absolut festes Axensystem beziehen. Will man also jene Regeln 
auf <t> , <J> 1; <J) 2; .... anwenden, so wird es unter Umständen not- 
wendig sein, zuerst die £, 17, £ mittelst der Relationen (3.) durch die 
x f y, z zu ersetzen. Alsdann aber erhält man z. B. für <t> (5.) einen 
.Ausdruck: 

(6.) o -0o(« + *l* + **+V, *+»!* + -, € + «,* + /..), 

der mit den a, b, c, 8t, 93, S, und folglich auch mit den a, ß } ... be- 
haftet ist [denn jene a, b, c, &, 93, ß sind ja gegebene Functionen der 
a, ß, . . .]. Will man also, im Sinne der genannten Segeln , z. B. die 

Ableitungen y 2 -, -^j, • . . bilden, welche erforderlich- sind zur Berech- 
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nung der A, B, . . . in (4.) p. 62] ; so hat man, wie aus (5.) und (6.) 
folgt, zu schreiben: 



(7.) 



d<t> 
da 


a<«»o dl . 04> o drt , d* t dt 
dl da ' dn da. ' dl da' 


0*0 

da 


a<t>„ dl , d<t>„ dn , a«i> dt 

~ dl dB * dn dß ' dt dß' 




etc. etc. etc. 



wo alsdann z. B. die Ableitungen von g, 17, g nach a, zufolge (3.), die 
Werthe haben: 

dj _da ,d%_ ,d% , W, 
da~da^~ da X ^ da*^ da *' 

W ä^ — a« + a« * + a« ^ + T^ g ' 

dt _ de dt, d<l ± d^ 

dä — da~l~ da X ~T~ da » "*" da*' 

Diese Formeln (8.) lassen sichln bekannter Weise umgestalten. Nach 
(3.) ist nämlich: 

x = «,(g - o) + ».(ij - b) + <£,(£- c), 
(9.) j/ = «,(« - o) + 93,(1, - b) + 6,(5 - c), 

$ = «stf - 0) + «,(* - *) + «,« ~ C). 

Substituirt man aber diese Werthe (9.) in die erste der Gleichungen 
(8.), so folgt: 

die Summationen ausgedehnt über j = 1, 2, 3. Nun ist bekanntlich: 

(11.) .^Kj-i, ^»A-o 

etc. etc. etc. etc. 

mithin: 

Äg-0, und ^-^ ^5-^ 

(12. a) ^93,^ = 0, ^g = - 2*, S = «-,' 

wo U a? 93 a , 2ö a als Abbreviaturen für die angegebenen Ausdrücke 
dienen sollen. Substituirt man diese Werthe (12. a) in die Formel (10.), 
und setzt man dabei zur weiteren Abkürzung: 
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(12. b) \\ — eil, + a2B„ = ». 



da 

a« 



ö^ — Ä + bU„ = n^, 



so erhält man: 



jp = U„ -f- 1?2B„ — g9S a , und in ähnlicher Weise: 



(13.) || - »„ + gU„ - |28„, 

|| = W„ + |J8„ -tjU«; 

wobei zu bemerken ist, dass alle deutsclien Bwlistaben u, t), tu, U, 83, ÜB, 
ebenso wie a, b, c, Ä, 83, 6 gegebene Fundionen der Parameter a, ß 7 . . . 

Substituirt man schliesslich die Werthe (13.) in (7.) so erhält man: 

("■■) Ä - [«■ ft + «■ T? + * t] 

und in ähnlicher Weise: 

(14») »£_[„$+,>, £+■>$] 

ü. s. w. U. s. w. Dabei repräseirtiren z. B. U^, 93^, 2B,*, U^, ty, ty* die- 
jenigen Ausdrücke, in welche die durch die Formeln (12. a,b) definirten 
Grossen U a , 3S a , 3B a , u«, t) a , toa sich verwandeln, sobald man in jenen 
Formeln durchweg die Buchstaben a mit ß vertauscht. 

Denkt man sich die Functionen O , t , <J> 2 , .... und die soeben 
besprochenen Ableitungen von <t> wirklich berechnet, so sind nun 
weiter, nach Vorschrift des citirten § 16, p. 61, die daselbst mit A, 
B } C, . . ., O , Qjk bezeichneten Grossen zu bilden: 

(15.) 

etc. etc. 

Nmninn, Hydrodynamiicbe Untersuchungen. 16 
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und ferner: 

jfL mr + <m + (£)•] «*«. 



e.- 



Q 
2 



(16.) 

0,i = 



Q 
2 






die Integrationen ausgedehnt gedacht über alle Volumelemente d^dtjdt 
des Hohlraumes 9t. Dabei sind, was die Formeln (16.) betrifft, ab- 
sichtlich statt der' x, y, z die Coordinaten £, 17, £ eingeführt, was 
mittelst der Relationen (3.) leicht zu bewerkstelligen war. 

Die Function <t> kann in doppelter Weise dargestellt werden, 
nämlich entweder als Function von {;, % £ (5.), oder als Function von 
x, y, z (6.). In letzterer Weise dargestellt, ist sie, ausser von x, y y z, 
auch noch abhängig von den Q, b, c, St, 33, 6, d. i. von den a t ß, . . . 
In ersterer Weise dargestellt, ist sie hingegen lediglich abhängig von den 
£, 17, £, und unabMngig von den «, ß, . . . Denkt man sich also in dem 
O (16.) jenen ersteren Werth (5.) substituirt, und sodann über alle 
Volumelemente d%dr\dl des mit dem Axensystem (£, 17, £) starr ver- 
bundenen Raumes 9t die Integration ausgeführt, so erhält man für 6 
einen von a, ß, . . . unabhängigen Werth. Somit ergiebt sich, dass 6 
einen constanten Werth besitzt: 

(17.) 9 = Consi = H a , 

der lediglich abhängen kann von der Gestalt und Grösse des Raumes 
9t, ferner von der Lage des mit 9t starr verbundenen Axensystems 
(£> *}> t)> un( l überdiess noch von den- bei der Bestimmung von <t> mit 
in Betracht kommenden gegebenen Constanten x, x\ x ... [vgl. die 
Bedingungen (B .) p. 238]. — Andererseits aber ergeben sich für die 
Qj k (16.) durch Substitution der <t> jf <t> k (5. a) Werthe, die wesentlich 
von den a, ß, . . . abhängig sind; was angedeutet sein mag durch die 
Formel: 

(18.) e,* - e,*(«, ß,... .). 

Was endlich die A, B, C, . . . betrifft, so erhält man aus (15.) 
durch Substitution des Werthes (14. a): 

(19.) A-,[».jrr%äwv«+*.fjy,%äiävät+».fffJ£ «*«] 



+»["-jMf: («%-*%)«*>«+ •••••]■ 



Dieser Ausdruck lässt sich, mit Rücksicht auf die der Function 4> 
auferlegten Bedingungen (B .) p. 238, noch bedeutend vereinfachen. 
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Repräsentirt nämlich F irgend eine Function zweiten Grades von £, 
17, g mit constanten Coefficienten : 

(a.) F = a + (a,| + a^rj + a 3 £) + K^nS* + %*i*U ••••). 
und setzt man fest, dass 

(/J.) a n + «2i + «83 = ° 

sein solle, so wird F der Gleichung Genüge leisten 

d*F d^F d*F 

während gleichzeitig 

w dj? d£ d_F_ 

überall stetig sind. Beachtet man nun überdiess jene der Function <t> 
auferlegten Bedingungen (B .), so ergiebt sich auf Grund eines früheren 
Satzes (£.) p. 42 sofort: 

In der That ist nämlich ~ i , zufolge der Bedingungen (B .), an der 

Oberfläche ö des Hohlraumes 9t überall = 0, mithin das in (y.) auf 
der rechten Seite stehende Oberflächenintegral ebenfalls = 0. Diese 
Formel (y.) nimmt nun, falls man für F seinen Werth (a.) einsetzt-, 
die Gestalt an: 

W fff* [^ + (l »t + a >*1 + <* t* Tf 

+ («i + **iS + . . .) ^ + • • •] d^d£ = 0. 

Diese Formel (d.) aber muss stattfinden für beliebige Werthe der rfs, 
falls nur dieselben der lielation (0.) entsprechen. Demgemäss ergeben 
sich aus (d.) die specielleren Formeln: 

fjjJ^älänä^O, fffj-^awt-o, etc., 



(«0 



///. (« £ + n *n)<W'i'it - °> etc - *• 



und ferner die Formeln: 

Mittelst dieser Formeln (f.), (£.) reducirt sich (j er fQ r -4 erhaltene 
Ausdruck (19.) auf die einfachere Gestalt: 

16* 
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Setzt man also zur Abkürzung: 

(21.) 2 Q fff 9 % b £ dldrtdt - h", 

wo alsdann h', h", ti" [ebenso wie H Q (17.)] vom Anfangszustande der 
Flüssigkeit, nämlich von x 7 x, x", . . . dbliängende Constanten sein werden, 
so erhält man: 

(22. a) A = A'U + /*"«„ + /*'"»«, 

und in ähnlicher Weise: 

(22. b) B = 7*'U, + 7*" 8, + Ä"'3B,, 

u. s. w. u. s. w. Da h', h", li" Constante sind, so erhält man aus 
(22. a, b) sofort die erste Formel des folgenden Systems: 

■" - "*•(?£ _ "«)+*■(£ - aUrffi-»), 

/90 \ ep ^of \0ß <7« / ' \^p da/ 1 \dß da/' 

tfy tfa \dy da / ' \ #y da / * \ dy Ca / 7 

etc. etc. etc. 

dessen übrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Hiemit 
aber sind die in (1.) p. 237 als Coefficienten auftretenden Differenzen 

("ätf ~~ /' \d dl* e ^ c * e *°" * n eme ^ r ^ e w ^ r ^ cne Berechnung 

bequeme Gestalt versetzt. Und mittelst dieser Formeln (23.) lässt 
sich z. B. auch leicht nachweisen, dass die genannten Differenzen im 
Allgemeinen nicht = sind; wie im folgenden § gezeigt werden 'soll. 

§3. 
Fortsetzung. Uebergang zu einem speoielleren FalL 

Der in dem sich bewegenden starren Körper vorhandene • Hohl- 
raum 9t habe eine ringförmige Gestalt, es sei nämlich die Begrenzungs- 
fläche dieses Raumes 91 eine ringförmige Eotationsflüelie von beliebigem 
Quersclmitt. Alsdann ist 9t zwcifacli zusammenhängend; sodass also 
didtzur Bestimmung des (wirbelfreien) Anfangszustandes der Flüssig- 
keit erforderlichen Constanten x, x\ x", ... in diesem Fall $ich auf 
nur eine, etwa auf x reduciren. 

Nimmt man nun zur £-Axe die geometrische Axe des ringförmigen 
Raumes 9t, und lässt man die £i?-Ebene durch irgend einen bestimmten 
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Punct dieser Axe hindurchgehen; so kann die den Bedingungen (B .) 
p. 238 entsprechende Function <t> sofort angegeben werden. Auf Grund 
früherer Betrachtungen erhält man nämlich in diesem Fall: 

. (24.) 0, *= <t> (g, v, - £ »*)■ 

• Hier bezeichnet x die soeben genannte Constante, während # das Azi- 
muth der durch den Punct (§, 17, £) gehenden Meridianebene gegen die 
5 f- Ebene vorstellt. Demgemäs^ ergiebt sich: 

00 o X TJ 



(25.) 



»*' 




2» 


i" 


+ 


jj»' 






0O. 


= + 


X 

2* 


V 


i 

+ 


n" 








= o, 








[vgl- (0.) 


P- 


34]. 



Somit ergeben sich aus (21.) für die Constanten A', A", &"' im gegen- 
wärtigen Fall die Weithe: 

«-+•: f/L W? ■ 

(26.) h" — 0, 

~ * . './,/ » 6" + '/' 
Der Raum 9t ist aber in Bezug auf die Meridianebene ij£ symmetrisch, 
also nach (26.): 
(26. a) /»' = 0. 

Substituirt man jetzt die Werth'e (26.), (26. a) in (23.), so erhält man: 

dA dB .,.,/a». 0«<A 

dÄ _ ac = /,'" f^ 38 « _ ?*A 

idy da \ dy da /' 

etc. etc. etc. 

wo das A'" den in (26.) angegebenen Werth hat, also eine niditver- 
schwitidende Constante vorstellt. 

Unsere Hauptabsicht bei diesen Untersuchungen bestand darin , zu 

zeigen, dass die Differenzen (-~ ß - — «— j, ( .. — ~- J, etc. etc. niclti not- 
wendig = zu sein brauefwn. Da nun die Constante A'" von ver- 
schieden ist, so bleibt nur noch übrig zu zeigen, dass die in (27.) in 
Parenthese stehenden Ausdrücke ebenfalls von verschieden sein können. 

*) Vgl. (f.) p. 34. Da» dort noch hinzugefügte, nur von der Zeit abhängende 
Glied h(t) ist, der Bequemlichkeit willen, hier fortgelassen. 
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Zu diesem Zweck wollen wir den hier betrachteten Fall einer 
weiteren Specialisirung unterwerfen. Es sei nämlich der Anfangspunct 
des Systems (£, 17, £) ßst, und identisch 
mit dem des Systemes (x, y, z). Ueber- 
diess sei die §-Axe gezwungen in der 
festen #y-Ebene zu bleiben, während der 
Körper selber um die £-Axe drehbar ist. 
Wir bezeichnen den Drehungswinkel des. 
Körpers um die £-Axe mit a, ferner den 
augenblicklichen Neigungswinkel dieser 
{•-Axe gegen die feste x-Axe mit ß; wie £ 
solches näher angegeben ist in der bei- 
stehenden Figur, die gezeichnet zu denken 
ist auf einer um den gemeinschaftlichen 
Anfangspunct der Coordinatensysteme 

(x 7 y, z) und (£, % £) mit dem Radius Eins beschriebenen Kugelfläche. 
Nach (3.) p. 238 sind % v 2l 2 , 3t 8 die Richtungscosinus der Axe £ gegen 
die festen Axen x, y, z. U. s. w. Demgemäss ergeben sich die Formeln: 

8l 1 =cos(S,x)=cos/3, 85 1 =co8(^,a:)=cosa8in/3 ; 6^ = cos (£,#)= — sinaain/ 
(28.) yi i =coa(£,y)= — sin/3, 95 2 =cos(^ ? y)=cosa cos/3, 6 2 =cos(£,y)= — sin er cos ^ 
2l 3 =cos (£>,#)= 0, 93 3 = cos (i7,#)=sina, S 3 ==cos (£, z) — cos a. 

In der That können von diesen neun Formeln die acht ersten entweder 
direct oder mit Hülfe sich leicht darbietender sphärischer Dreiecke aus 
der beistehenden Figur abgelesen werden. Und die letzte (für (5, gel- 
tende) Formel ergiebt sich sofort, falls man nur beachtet, dass der 
Winkel (£, z) identisch ist mit dem gegenseitigen Neigungswinkel der 
beiden Ebenen £17 und xy. Aus diesen Formeln (28.) erhält man nun 
durch Differentiation nach a, ß: 



-^ da 



= +1, 



2% % = 0, 



(29.) 



>8l 1 = 



2*, 



W 
W 



= — sina 



= — cos « : 



demgemäss ist uach (12. a): 

U„ = +l, 
(30.) | « a = 0, 

SB« = 0, 



und ferner: 



IV = o, 

SB,* = — sin a, 
SB^ = — cos «; 
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und hieraus folgt sofort: 



d2B„ 08, 



9iu a. 



( 3L ) dß da ~ 

Somit folgt schliesslich aus (27.): 

(32.) _____* Slna; 

womit in evidenter Weise dargetlian ist, dass die Differenz (~ Q -*— J im 

vorliegenden Fall nicht = ist Q. e. d. 

§4. 

Wiederaufnahme der allgemeinen Untersuchung; wobei allerdings, 
der Einfachheit willen, von Neuem eine gewisse Specialiairung 

vorgenommen werden wird. 

Wir kehren zurück zu der auf p. 237 genannten allgemeinen Auf- 
gabe. Doch wollen wir bei Behandlung derselben folgende specielleren 
Annahmen eintreten lassen: 

Erstens: der gegebene Körper sei drehbar um einen festen Punct o. 
Und dieser Punct o mag als Anfangspunct dienen sowohl für das ab- 
solut feste Axensystem (x, y, z), wie auch für das mit dem Körper 
verbundene Axensystem (£, r\, £). Die augenblickliche Position des 
Körpers wird alsdann im Ganzen nur von drei Parametern abhängen, 
etwa von drei Winkeln a, ß, y. 

Zweitens: Die Massenvertlieilung des gegebenen starren Körpers sei 
symmetrisch in Bezug auf jede der drei Coordinatenebenen 17 £, £§ und 
£17. Gleiches gilt alsdann selbstverständlich auch von der Oberfläche 
des Körpers, und ebenso von der Begrenzungsfläche seines innern Hohl- 
raumes*). Auch folgt aus der genannten Symmetrie, dass die Axen £, 
% £ die Hauptaxen des Körpers, und ihr Anfangspunct der Scliwer- 
punct des Körpers sein werden. 

Drittens: Von Aussen her mogeti keinerlei Kräfte einwirken, 
weder auf den Körper selber , noch auch auf die in seinem Innern ent- 
haltene incomirressible Flüssigkeit. 

Das betrachtete materielle System besteht aus zwei Theilen, näm- 
lich aus dem starren Körper $t, und der innerhalb $ vorhandenen in- 
compressiblen Flüssigkeit. Und wir können, falls es uns beliebt, die 
allgemeinen Bewegungs-Gleichungen für jeden dieser beiden Theile 
einzeln aufstellen. Da äussere Kräfte auf das System nicht einwirken 
sollen, mithin alle auf Ä influirenden Kräfte dargestellt sind durch 

*) Dieser Hohlraum soll nach wie vor ein mehrfach zusammenhangender Bein. 
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den Druck der Flüssigkeit, so erhalten wir [nach den seit Hamilton 
und Jacobi bekannten allgemeinen Sätzen] für die Bewegung des Körpers 
Ä die Formel: 

(33.) f(d% + dL)dt = 0, 

wo % die lebendige Kraft des Körpers St vorstellt, während ÖL die 
virtuelle Arbeit der auf denselben von der Flüssigkeit ausgeübten 
Druckkräfte bezeichnet. 

Andererseits ergiebt sich für die Bewegung der Flüssigkeit [zu- 
folge der von uns entwickelten Sätze p. 61 — 63] die complicirtere 
Formel : 

(34) . f( d f— 8L ) dt = 0, [vgl. (8.) p. 63], 

wo (Si dieselbe Bedeutung hat wie in (33.), während f den Ausdruck 
vorstellt: 

(35.) /"- T - 20 o - [Aa + Bß + Cy], [vgl. (9.) p. 63]. 

Und hier bezeichnet z. B. das T die lebendige Kraft der Flüssigkeit; 
mithin ist: 

(36.) T = O + [0 U «'* + 2 0, , «' fi + • • • + e 3 , y' 8 ], [vgl (6.) p. 62]. 

Durch Addition von (33.), (34.) folgt sofort: 

(37.) f(df+dZ)dt = 0, 

eine Formel, welche das eigentliche Fundament unserer weiteren Unter- 
suchung bilden wird. Um diese Formel (37.) aber wirklicli brauchen su 
Können, müssen zunäclist die in f (35.) und in T (36.) entlialtenen Grössen 
A, B y C, O , Qjt, ihre$n analytisclien Ausdruck nacli, naher untersucht 
werden. 

Die früheren Formeln (3.) nehmen offenbar im gegenwärtigen 
Fall, wo der Körper nur um den festen Punct o drehbar ist, die ein- 
fachere Gestalt an: 

(38.) i, = 93 t * + 93,y + 95,5, y = %% + 33 2 ij + G g £, 

* - «i* + «,y + «,*, * = %% + 93 s ij + ©,£, 

wo die 21, 33, © gegebene Functionen von a, ß 7 y sind. Gleichzeitig 
mag, ebenso wie damals [vgl. (12. a)], gesetzt werden: 
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(39.) 2l% j^ = ®«> etc - etc - etc - etc - 

Bezeichnet man nun mit Etiler die sogenannten Drehungen des starren 
Körpers um seine Hauptaxen £, % £ respective mit p, q, r, so ist z. B. 

P - 2% -tf, 4 i. 

»-(ä3)'+(ä?W(ä?)^ 

also mit Rücksicht auf (39.): 

j> = U„a' + U^/T + U y y', und «benso: 
(40.) <? = »„«' + 8,^/T + 8 r y' f 

r-«U' + ®,/r+SB y y'. 

Ferner erhalten wir für die in (34.), (35.) enthaltenen Grössen 6 , A, 
A, C die Werthe: 

(41.) O = Const. = H , [vgl. (17.) p. 242], 

A = // U„ .+ A" 9S„ + *'" »* , [vgl. (22. a, b) p. 244], 

(42.) B = h' IV + *"«,* + /'"'»,*, 

C — A'U y + A" », + *"'»,, 

woraus mit Röcksicht auf (40.) sich ergiebt: 

(43.) Aa +B(f + Cy = h'p + h"q + h'" r. 

Dabei bezeichnen H und h\ A", )i" gewisse Constanten, die theils von 
der Form des starren Körpers, oder vielmehr von der Form seines 
innern Hohlraumes, theils von dem Anfangszustande der Flüssigkeit 
(nämlich von x, x', x", . . .) abhängen. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der in (36.) vorhandenen Coef- 
ficienten 6 U , 6 12 , ... zu berechnen. Wir beginnen mit 6 12 , welches 
definirt ist durch die Formel: 

die Integration ausgedehnt gedacht über alle Volumelemente dxdydz 
des Hohlraumes 9t. Dabei sind unter <t> x und <t> 2 gewisse von £, rj, £, 
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a, ß, y abhängende Functionen zu verstehen [vgl. (5. a) p. 239]. Dem- 
gemäss erhält man mit Bücksicht auf (38.): 

?±i — d **% -L^L« 4-^(S a0 * — a0 *9[ 4- a0 ?iR -U a<t> * ff 

0* — 07*1 + a^ *i+ aj ^> ä^ — "äT^^'äi? ^ + "ät"^ 

o - = etc. etc. -ö- 1 = etc. etc. 

dy dy 

mithin : 

dx dx ^ dy dy "*" a* 3* = aj ag "+" dr\ dr\ "*" TT dt ' 
sodass also die Formel (44.) auch so geschrieben werden kann: 

Q " - ¥ J JJ * hl IT + *T W + W W] d ^ d ^ 
Die Function <t> x war aber definirt durch die Bedingungen: 
i (fy stetig im Baume 9t, 



(B t .) 



30 a<t> d& a^o a*<t> a*0 

ao 

-pj^ = A, an der Oberfläclie von 9t; [vgl. (B v ) p. 239]. 



Um die Bedeutung des hier auftretenden A anzugeben, hat man irgend 
ein Flächenelement de der den Hohlraum begrenzenden Fläche 0, oder < 
(was dasselbe) irgend ein in dö gelegenes Molecül /tt des starren Körpers 
zu markiren, und die Coordinaten dieses Elementes da oder Molecüls 
[i in Bezug auf das absolut feste Axensystem mit (x, y, z) zu bezeichnen. 
Alsdann ist: 

W A = Ta cos ( N ' x> > + fc cos ( N > y ) + da cos ( N > *)> [v 8 L ( 5 -) P- 7 *)]• 

Bezeichnet man die Coordinaten dieses selben Elementes dö oder 
Molecüls [i in Bezug auf das in Bewegung begriffene Hauptaxensystem • 
des Körpers mit £, r\ } £, so sind £, % £ Constante; und gleichzeitig ist 
alsdann nach (38.): 

o*o *-*,* + »,* + «,:, 

etc. et<\ 
Hieraus aber folgt, weil £, 17, £ (konstante sind, sofort: 

/ , a.t- as^ c. , a^B, , ae, * 

w a« — a« * "•" da ' "+" "a"ä ** 

etc. etc. 

*) Die hier mit x, y, z bezeichneten Coordinaten sind damals £, q, f ge- 
nannt worden. 
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Ueberdiess ist, was die der Flüssigkeit abgewendete Normale N des 
Elementes dö betrifft: 

cos (N, x) = cos (x y g) cos (IM, g) + cos (x, r\) cos (N, rj) + etc., 

also mit Rücksicht auf (/&): 

(*.) cos (N ; x) = %, cos (N, g) + »! cos (N, tf) + 6 X cos (N, $), 

etc. etc. 

Multiplicirt man aber die beiden Formelsysteme (y.) } (d.) miteinander, 
und addirt, so erhält man mit Rücksicht auf («.): 

W A _[( v«, £) S + ( v*, £) , + ( x X J) ,] 00 , (N , e 

+ etc. etc. etc. 

Die erste der hier auftretenden Summen ist offenbar =0 [vgl. (11.) 
p. 240]; während die beiden andern die in (39.) angegebenen Bezeich- 
nungen erhalten haben. Somit folgt: 

(&) A = [0 - 33M + 8«{] cos (N, $ 

+ etc. etc., 

oder ausführlicher geschrieben: 

fa.) A«(» a g~^ a i ? )cos(N ; g)+(ffi ff g-U a S)cos(N,i ? )+(U a i ? --® fl g)co8(N,5). 

Ordnet man aber diesen Ausdruck nach U„, SB a , 2Ö tt , so nimmt die 
letzte der Bedingungen (B r ) folgende Gestalt an: 

(»•) M - U tt [, cos (N, - £cos (N, q)] + SB fl [?cos (N, g) - g cos (N, £)] 

+ SB* [g cos (N, n) — n cos (N, g)]. 

Aus (B r ) und (#.) folgt sofort, dass die gesuchte Function <t>j 
in folgender Weise dargestellt werden kann: 

(45.) «^ — 1M>' + »«*" + 3B«<t>'", 

wo alsdann z. B. <t>' eine Function von g, 17, £ vorstellt, welche den 

Bedingungen zu entsprechen hat: 

<t>' stetig im Baume 9t, 

00' 00' 00' 0*0' 0*0' 0*0' c* 

(46.) Jn» TU' n stetig ' und W + W + W~ ' im Baume % 

^tt ■■ ■ r\ cos (N, £) — 5 cos (N, 17), an tfer Oberfläclie von 9t 

Beachtet man nun, dass der Raum 91 in Bezug auf jede der Ebenen 
yt, ££> iv symmetrisch ist, ferner, dass die rechte Seite der letzten 
Formel in (46.) bei einer Vertauschung von g mit — g ungeändert 
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bleibt, hingegen bei einer Vertauschung von r\ mit — 17 oder von { 
mit — £ ihr Vorzeichen wechselt, so ergiebt sich sofort, dass die durch 
diese Formeln (46.) definirte Function <t>' in Bezug auf £ gerade, hin- 
gegen in Bezug auf 17 und ebenso in Bezug auf £ ungerade sein muss; 
was angedeutet sein mag durch die erste Formel des folgenden Systems: 

<t>' = <t>' (£, n, 5), 
(47.) <D" = <t>" (l n, g), 

<t>"' = <t>'" (l 1 1). 

Die hier gleichzeitig für <t>" und <t>"' gemachten Angaben resultiren offenbar 
in analoger Weise. Diese Formeln (47.) geben sofort auch Auskunft 
über das Verhalten der Ableitungen von <t> , <t>", <t>'". So wird z. B. 

-5-r mit dem Symbol (I, 17, f), 
(47. a) a « 



a*' 



,— — Wv 



2. mit dein Symbol (£, 17, 5), 

zu bezeichnen sein.'U. s. w. 

Bringt man nun, ähnlich wie früher,, für den Ausdruck 

W M % + If If + 1£ ^ die Abbreviatur [2? G] 

in Anwendung, so folgt aus (44.): 

(49.) e 12 = £///„ [«»„ctgrfg«. 

Substituirt man aber hier für «t^ den Werth (45.): 

cD, = U a <D' + 3*«<t>" + 2B„<D"', 
und für <t> 2 den analogen Werth: 

so erhält man: 

UaU^/// s [(t>>'Jrf6^i,rfg+SB ( ,SB,,/// s [<t)'',<t)'']rf^,rfg+- 
+ (»„SB, + «,3B„) jy/ Ä |<D", V"]dtdr,ät + • • • • 
Die drei Integrale ersfer Zeile (noch multiplicirt mit |-l, mögen ff, 

« 

//' ', if'" genannt werden; zugleich mag beachtet werden, dass die drei 
Integrale zweiter Zeile, zufolge (47.), (47. a), sämmtlich = sind: 

iffftWMWntt =#', und fff n [*",*'" }dtdr,dt = 0, 

( 51 ) 1 fj'f* W,*"\dlHdt =H", JJS* W'&Mdtft «o, 



(50.) 
= 2 



A — * 
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Nun ist <t>' eine Function von £, v\ } £, welche den Bedingungen (46.) 
zu entsprechen hat, und durch diese Bedingungen völlig bestimmt ist, 
abgesehen von einem von £, % £ unabhängigen additiven Gliede. Hier- 
aus folgt, dass die Beschaffenheit der Function <t>', abgesehen von 
diesem additiven Gliede, völlig bestimmt ist durch die Gestalt des gegebenen 
Raumes 9t Und Gleiches gilt daher, nach (51.), z. B. auch von H\ 
Auch ist dieses H' [vgl. (48.)] nothwendig positiv. Jene durch (51.) 
eingeführten Grossen H\ H", H'" repräsentiren also drei positive Con- 
stanten, deren Werthe völlig bestimmt sind durdi die Beschaffenheit des 
gegebenen Raumes 9t 

Die Formel (50.) erhält, mittelst (51.), die einfachere Gestalt: 

12 = H'UaUp + IT 8. 8, + H'"y& a <Bp. 

Analoge Formeln, und zwar mit denselben Constanten' iT, H", H'" 
ergeben sich für alle übrigen 6,*; sodass man also folgendes System 
von Formeln erhält: 

e u -inv +H"% a * +iT"2B s , 
" ; e li = H'u a VL lt + H"% a <!ß ti + H'"ma i m fi , 

etc. etc. etc. 
Denkt man sich aber diese Werthe für sämmtliche Grössen n , 22; 
Öss> ®23> ®3i> ö, 2 hingeschrieben, diese Formeln sodann respective mit 
</ 2 , /P, / 2 , 2/3'/, 2y'a, 2 a ß multiplicirt und addirt, so ergiebt sich 
mit Rücksicht auf (40.): 

(53.) [0 u a' 8 + 2G 12 «'/r + •••] = B'f + #V + H'"r*. 

Ferner ist nach (41.) und (43.): „ 

(54.) O = H , 

und: 

(55.) Aa + B$ + Cy = h'p + h"q + A'"r. 

Substituirt man aber diese Werthe (53.), (54.), (55.) in (36s) und (35.), 
so folgt: 

(56.) T = + H + (H'p* + H"q* + H'"r% 

(57.) f = - H a + (BY + H"q* + H'"r*) - (h'p + h"q + h'"r). 

Üeberdie8s ergibt sich [nach elementaren Formeln der Mechanik] für 
die lebendige Kraft % des starren Körpers der Ausdruck: 

(58.) % = K'p 2 + K"q* + K'"r\ 

wo K\ K", K"' positive Constanten sind, die lediglich abhängen von 
der Gestalt und Dichtigkeit des starren Körpers. Aus (57.) und (58.) folgt: 

(59.) f+ % = - H + (C'p* + C"q* + C'"r*) - (h'p + h" q + h'"r), 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(60.) C" = #' + K', C" — H" + K", G" = H'" + K". 

Unsere Fundamentalformel (37.) geivinnt somit durcti Substitution de» 
Werthes (59.) die Gestalt: 

(61.) f *[(CV + C'V + (TV) - (*'jp + *"j + Ä"'r)] • rf* = 0. 

Nun ergeben sich aber, falls F = F(p, g, r) eine beliebig gegebene 
Function von p, <j, r vorstellt, aus der Formel 

(«) fdF(p,q,r)dt = 

im Ganzen difei Differentialgleichungen, die man nach Belieben entweder 

in der JForm : 

/px d aF dF dF 

etc. etc. etc., 
oder in der Form: 

etc. etc. etc. 

darstellen kann , wo z. B. 9C t , 83, , (£ t die Richtungscosinus der absolut 
festen x-kne gegen die drei Hauptaxen {, ij, J des Körpen vorstellen. 
In der That bildet der Uebergang von (a.) zu (ß.) und (y.) nur einen 
speciellen Fall derjenigen allgemeinern Transformation, welche Kirchhoff 
in sehr eleganter Weise ausgeführt hat. Vgl. EirchhofFs Vorlesungen 
über Math. Physik, 1876, daselbst namentlich die Formeln (13.) und (15.) 
auf p. 61. Dabei sei bemerkt, dass man, um von jenen KirchhofTschen 
Formeln zu den gegenwärtigen zu gelangen, die dortigen Grössen «, ß f 
y, w, t>, w gleich Null zu machen, überdiess aber die Bezeichnungen: 

x » V> *> £> V, t> «i> <*2t «s; 

respective mit 

t,y>t, z>y>0, Ä u 95 1; ©,, .... 

zu vertauschen hat. 

Mit Rücksicht auf diese Angaben («.), (/?.), (y.) gelangt man nun 
von der Fundamentaler uiel (61.) aus zu drei. Differentialgleichungen, 
die man nach Belieben entweder in der Gestalt: 

2C" Jf = 2(C" — C'")qr — (h"r - h"'q), 
(62.) 2C" Jf = 2(6"" - C')rp - (K"p — *'r), 

2C ' d d \ = 2(C - G")pq ~ (*'« - *», 
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oder aber in der Gestalt: 

«i(2Cjp - K) + 83,(2(7"? - A") + « 1 (2C w r - A'") - (Cbfwfc),, 
(63.) « 2 (2C'i> - A') + a3 2 (2C"g — A") + E 2 (2C"V - A'") -^Cbiwfc), , 

«,(2Cp - »0 + %s{2C"q - A") + ®3 (2C'"r - A'") = (Const.% 

darstellen kann, wo unter den (Const.)j drei durch den Anfangszustand 
des Systems sich bestimmende Integrationsconstanten zu verstehen sind. 
Will man diese Formeln richtig beurtheilen, so hat man vor allen 
Dingen zu beachten, dass die Constanten C, C", G" (60.), ebenso wie 
die früheren JET, H" , H'", K', K" , K'" , lediglich dbliängen von der Gestalt 
und Dichtigkeit des starren Körpers, soieie von der Dichtigkeit der Flüssig- 
keit; während andererseits die mit den kleinen Buchstaben A', A", h'" be- 
zeichneten Constanten ausserdem noch abhängig sind von dein jedes- 
maligen Anfangszustand der Flüssigkeit, vgl. p. 244. Auch ist bei 
(63.) daran zu erinnern, dass z. B. % l9 33 x , (^ die augenblicklichen 
Richtungs-Cosinus der Körperaxe § gegen die drei festen Axen x, y, z 
vorstellen, und dass Ä 2 , 33 2 , © 2 und Äg, 33 8 , S 5 analoge Bedeutungen 
haben für die Körperaxen r\ und £. 

Denkt man sich Körper und Flüssigkeit zuvorderst in Ruhe, mit- 
hin die der Flüssigkeit entsprechenden Constanten x, x', x", . . . gleich 
Null, sodann aber den Körper von Aussen her durch irgend welche 
Stösse, oder (besser gesagt) durch irgend welche continuirlich an- 
hebende, mehr und mehr wachsende, aber in einem bestimmten Zeit- 
augenblick t wieder erlöschende Kräfte in Bewegung versetzt, so er- 
halten wir auf diese Weise für den Augenblick t einen Anfangszustand, 
bei welchem jene Constanten x, x', x", . . . ebenfalls noch Null sind. 
Demgemäss werden in diesem Fall die Constanten x, x', x", . . ., und 
die von denselben abhängenden Constanten A', A", h'" bei der weiter 
folgenden Bewegung des Systems fortdauernd Null bleiben. Wir sehen 
somit, dass in diesem Fall die Differentialgleichungen (62.), (63.) völlig 
übereinstimmen mit denen, die für einen massiven starren Körper (ohne 
innere Flüssigkeit) sich ergeben. Auch ist zu bemerken, dass diese 
Uebereinstimmung z. B. stets stattfindet, wenn der die Flüssigkeit ent- 
haltende Hohlraum ein einfach zusammenhängender sein sollte; denn 
alsdann sind die x, x', x", . . ., folglich auch die A', A", A'" ujiter (dien 
Umständen Null. 

Denkt man sich hingegen diesen Raum als einen mehrfodi zu- 
sammenhängenden, und, während der Körper noch in Ruhe erhalten 
wird, zuvörderst die Flüssigkeit in eine ausserordentlich rapide Bewegung 
versetzt, so werden jene Constanten x, x', x", . . . (respective einige 
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derselben) enorm grosse Werthe annehmen. Wird nun jetzt der Körper 
von Aussen her durch continuirlich anhebende, und im Augenblick t 
wieder erlöschende Kräfte in Bewegung versetzt, so ergiebt sich für 
diesen Augenblick t ein Anfangszustand, bei welchem die Constanten 
x, x, x", . . . nach wie vor jene enorm (/rossen Werthe, mithin die 
von ihnen abhängenden Constanten ä', h", li" ebenfalls enorme Werthe 
haben. Für die weiter folgende Bewegung des Systems erhalten wir 
somit in diesem Fall Differentialgleichungen, in denen die A', A", A'", 
in Folge ihrer enormen Grösse, gegen die übrigen Glieder der Glei- 
chungen überwiegen, sodass also z. B. die Gleichungen (63.) nahezu 
übergehen in: 

(64.) - (2l 2 A' + 93 S Ä" + ff,/*'") = (Cmst\, 

- («,*' + «,*" + M'") = (Gm*).; 
woraus folgt, dass in diesem Fall die Hauptaxen £, tj, £ des % Körpers 
nahezu in Rttlie bleibeti, also nur in ein leichtes Schwanken geraihen. 
Sind jene Constanten x, x , x", . . . enorm gross, oder besser unendlich 
gross, so wird dieses Schwanken oder Zittern der Hauptaxen um so 
heftiger sein, je grösser die dem Körper zuertheilten Anfangsgeschwindig- 
keiten gewesen sind. 

Ergänzung. — In welcher Weise die h', 7t", )\" von den x's abhängen, 
ergiebt sich leicht. So z. B. sind in dem früher betrachteten Beispiel, 
wo nnr ein x existirte, die h', h'\ h'" mit diesen x proportional; vgl. 
(26.) p. 246. Und sind andererseits mehrere x's vorhanden: x, x', x", . .., 
so wird jedes h die Form besitzen: 

(a.) h = XC -f- x c -f- *"<*'' + • • • • 

wo c, c, c", . . . Constanten sind, die lediglich abhängen von der Gestalt 
des inneren Hohlraum* $t. Dies ergiebt sich leicht ans den Formeln 
(21.) p. 244, falls man dabei nur die Art und 1 reise, in welcher <t> in 
bestimmen ist, berücksichtigt. Denn diß Function <t> hat den Be- 
dingungen (B .) p. 2.38 zu entsprechen. Diesen Bedingungen wird aber 
genügt, wenn man 

IP-) ^o = *<Po + *'<Po + * >ö + 

setzt, und dabei z. B. unter <p diejenige specielle Function <t> versteht, 
für welche x = 1 und die übrigen x's = sind; ebenso unter <p' die- 
jenige specielle Function O , für welche x' ■= 1, die übrigen x's aber 
= sind; u. s. w. Die in solcher Weise definirten Functionen g> , q>' , 
qpQ, . . . sind alsdann von den x's unabhängig, also Functionen von £, 
77, £, welche nur noch abhängen von der geometrischen Gestalt des ge- 
gebenen Hohlraums. Snbstituirt man aber für <J) den Ausdruck (ß.) in 
die Formeln (21.) p. 244, so findet man sofort, dass die Constanten h\ 
/'"» h'" jene in («.) angegebene Gestalt besitzen müssen. 
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Die Hauptresultate des gegenwärtigen § lassen sich leicht verall- 
gemeinern, und lauten alsdann folgendermassen: 

Befindet sich innerhalb eines starren Körpers ein einfach zusammen- 
hängender und mit incompressibler Flüssigkeit erfüllter Hohlraum, so wird 
der Körper unter dem Finfluss gegebener äusserer Kräfte nach genau 
denselben Gesetzen sich bewegen, welche für einen gewöhrdidien massiven 
Körper (ohne innere Flüssigkeit) gelten. Hingegen werden jene Gesetze 
wesentlich andere sein, wenn der mit Flüssigkeit erfüllte Hohlraum ein 
mehrfach zusammenhängender, und die Flüssigkeit zu Anfang im Innern 
dieses Hohlraums in rapide Bewegung versetzt ist. — Dass die in Rede 
stehenden Gesetze in dem hier genannten Fall irgend welche Abände- 
rungen, und bei vehementer Bewegung der Flüssigkeit sehr bedeutende 
Abänderungen erfahren müssen, hätte man übrigens, mit Bücksicht 
auf das Phänomen des Fessel' sehen Rotationsapparates und ähnliche 
Phänomene, a priori voraussehen können. Diese Abänderungen aber 
würden, falls man das Hamilton* 'sehe Princip nicht in der von mir ge- 
gebenen neuen Form [(B.) p. 5], sondern in seiner gewöhnlichen Gestalt 
[(2.) p. 2] in Anwendung bringen wollte, fehlerhafter Weise völlig in 
Wegfall kommen. Und man ersieht daher aus den gegenwärtigen Be- 
trachtungen, wie wichtig die Ersetzung jener gewöhnlichen Form durch 
die neue unter Umständen sein kann. 



§5. 

Beiläufige Bemerkung über die den Sehwerpunet und die Flächen- 
gesohwindigkeit betreffenden allgemeinen Prinoipien der Mechanik. 

Den von Dirichlet, Clebsch, Thomson, KircHhoff, Boltzmann, etc. 
behandelten hydrodynamischen Problemen ist durch die vorhergehenden 
Paragraphe eine neue Gattung von Problemen gegenübergestellt. Man 
könnte die von jenen Autoren behandelten Probleme, bei denen die 
Flüssigkeit ausserhalb des starren Körpers sich befindet, und nach allen 
Seiten ins Unendliche reicht, etwa kurzweg als äussere Probleme, und 
ebenso die hier von mir erwähnten Probleme, bei denen die Flüssig- 
keit innerhalb des starren Körpers, nämlich innerhalb eines in dem 
Körper vorhandenen Hohlraumes sich befindet, als innere Probleme 
bezeichnen. 

Dass wir bei einem solchen inneren Probleme ein materielles 
System vor uns haben, auf welches die in der Ueberschrift dieses § 
genannten Principien anwendbar sind, unterliegt keinem Zweifel; — 
vorausgesetzt, dass der betrachtete (in seinem Innern die Flüssigkeit 
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enthaltende) starre Körper im leeren Räume sich befindet. Gleiches 
gilt aber auch bei den äusseren Problemen, wie sich leicht zeigen laset 

Bezeichnet man nämlich im Fall eines solchen äusseren Probleme« 
alle überhaupt in Betracht kommenden, theils dem starren Körper, 
theils der Flüssigkeit angehörenden Molecüle mit m lf m 29 m,, . . ., und 
nimmt man, der Einfachheit willen, an, dass auf dieses System keine 
äusseren Kräfte einwirken, so erhält man für die Coordinaten x x , x v 
# 3 , ... der Molecüle m l7 w 2 , w 3 , ... die Differentialgleichungen: 

(1.) m^-xj+o +X*+X\ + .... 

^^a-zj + xj+o + xj + .... 



dt* 



etc. etc. etc. 



wo unter Xj die #-Componente derjenigen Kraft zu verstehen ist> 
welche das Molecül m h auf trij ausübt. Addirt man aber all' diese 
Differentialgleichungen, so folgt: 

(2.) JW g - 0. 

Denn für je zwei im Endliclicn liegenden Molecüle m h und mj ist offen- 
bar X h j -f- X{ = 0; während gleichzeitig die Kräfte X$ respective Xl 
für die unendlich fernen, also fortdauernd in Bulle bleibenden Molecüle 
als Null betrachtet werden dürfen. Aus (2.) folgt sofort: 

(3.) y? m dt = ^ ons *- 

wo die Summation beschränkt werden darf auf diejenigen Molecüle f*, 

d x » 

für welche das ~jt nicht verschwindet, d. i. auf die in Beiccgung be- 
griffenen Molecüle. Mit (3.) analoge Formeln ergeben sich für die 
y- und s-Coordinaten ; sodass man also, auf Grund dieser Formeln, «* 
folgendem Satz gelangt: 

Ist ein starrer Körper in Betvegung begriffen im Innern einer nach 
allen Seiten ins Unendliche reichenden und im Unendlichen ruhendt* 
Flüssigkeit, und setzt man voraus, dass auf dieses System keinerlei äussere 
Kräfte einwirken, so wird der Scliwerpunet aller in Bewegung be- 
griffenen (t/teils mm Kitrper, theils zur Flüssigkeit gehörigen) M<M& 
in geradliniger Bahn mit constanter Geschwindigkeit fortschreiten. 
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Und in ähnlicher Weise wird man offenbar finden, dass für das hier 
betrachtete materielle Systetn auch die sogenannten Flächensätze Giltigkeit 
haben. Nur hat man dabei tviederum nicht von sämmtlichen Molecülen 
des gegebenen Systems, sondern von den in Bewegung begriffenen Mole- 
cülen desselben zu sprechen*). 

Das Wesentliche der gegenwärtigen Betrachtung besteht nämlich 
darin, dass man z. B. die Formel (3.) nicht nacli der Zeit integriren 
darf. Denn sonst würde man auf der linken Seite den Ausdruck 

^mx, 

d. i. eine völlig unbestimmte Grösse erhalten. 



§6. 

Die Uebereinstimmung der aus dem Hamilton'sohen Prinoip 
abgeleiteten Formeln mit den Anforderungen des Prinoips der 

lebendigen Kraft. 

Man kann den Ausdruck (9.) p. 63: 
(1.) f= T—W— 20 o — (Äa + Bß+ • • •) 

in drei Theile zerreissen: 

(2.) /-/i + /i+/i, 

welche in Bezug auf die a, ß>, . . . homogene Functionen sind respective 
Ton der O* 611 , l 1611 und 2 ten Ordnung. Alsdann ist offenbar: 

/o = -TF-0 o , 

(3.) U (^«'+B/r + ....) f 

f 2 = T— O , mithin z. B.: f 2 — f Q = T + W. 

Dies vorangeschickt, bilden wir nun die in Wirklichkeit von der Flüssig- 
keit auf die anliegenden Membranen ausgeübte Arbeit dL> (nicht die 
virtuelle Arbeit ÖL). Diese wirkliche Arbeit dL hat nach (7.) p. 63 
für ein unendlich kleines Zeitelement dt den Werth: 

(4.) dL = L x da + L 2 dß H 

Bieraus folgt sofort: 



(5.) ^ = i 1 ^ + X 2 ^ + ... = L 1 «' + ^ + 



*) Die hier für diese Sätze mitgetheilten resp. angedeuteten Beweise lassen 
hinsichtlich ihrer Strenge Manches zu wünschen übrig. Doch wird man leicht die 
strengeren Beweise finden können. 

17* 
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oder falls man für L lf L 2 ,... ihre Werthe (10.) p. 63 einsetzt: 

ra\ dL (*f d df\ > j 

w di = (di - dt M) a + * ' * ' 

Sollen nun unsere allgemeinen Formeln (p. 61 — 63) tvirklich richtig sein, 

so muss der soeben mittelst dieser Fortnein erlialtene Werth von -rr (6.) 

identisch mit demjenigen sein, welcher durdi Anwendung des Princips 
der lebendigen Kraft (p. 37) »ich ergiebt % also identisch sein mit 

dem Ausdruck: \--jt — >. 

at 
In der That werde ich zeigen, dass der eine Werth in den andern 
sich transformiren lässt. Aus (6.) folgt: 

('•) S-(^+-)+(^+-)-«(Ä'+-). 

oder was dasselbe ist: 

(*\ dL _df d (df ., \ 

Nach (2.), (3.) ist aber f = f + /"]+/», wo f , f lt f t homogene 
Functionen von d, (f, . . . sind, respective vom ton , l**" und 2 ton Grade. 
Demgemäss kann die Formel (8.) offenbar auch so geschrieben werden: 

(Q\ dL — ±<fo ±[> + Q. _ d Vi + */») 

*• ' dt ~ dt dt ' 

oder mit Rücksicht auf (3.) auch so: 

( 10 -> Ti - —Tt dt * «■ d. 



§7. 

Analytische Umgestaltungen der in den Formeln des Hamilton'schen 
Princips auftretenden, schon in g 1 p. 237 besprochenen Differenzen*). 

Bezeichnet man, wie bei früherer Gelegenheit, die Differenz 
(dA dli\ .. r . 

r _ d_A dB 

V'' U * — dß €?«»' 



*) Wie bereits p. 237 bemerkt wurde, habe ich mich lange Zeit hindurch 
bemüht, zu beweisen, dass diese Differenzen = seien; was in Wirklichkeit nicht 
der Fall ist. Die .mancherlei Umgestaltungen, welche ich bei jenen Bemühungen 
für die genannten Differenzen gefunden habe, und welche vielleicht für spätere 
Gelegenheiten von Nutzen sein könnten, erlaube ich mir im gegenwärtigen § kurz 
anzugeben. 
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so ist nach (%.) p. 73: 

(II.) G t - 9 \j ß fff £ dxdyd* - f m fff u % dxdyd,], 
ferner nach (r.) p. 73: 

(m.) g % = „ff» ß£ b - % a] d*. 

Hieraus folgt weiter mittelst der Gleichungen (n.) y (p.) p. 73: 
(IV.) G, - q ff n [(0 O , <D,)B - (* , 0,)A]rf«. 

Nun ist aber nach (d.) p. 69 z. B.: 

Uff. <*.«>***- ff. (*»«--> M °+fff. *$£w 

wo das Integral /inA'er Hand = ist; wie sich solches mittelst .der 

Transformation (£.) p. 42 und mit Rücksicht darauf, dass -^~ = ist 
[vgl. (B .) p. 39], leicht ergiebt. Somit folgt aus (IV.): 

(V) «. - » J3GT. [«&* - -«V 2 ] ***> 

Beachtet man ferner, dass A = -g— und B = -t^t ist [vgl. (B,.) und 
(B,.) p. 39], so folgt aus (III.) : 

(VI.) G,~ Q Jf ^ ^ äN ~ W cu J ''*• 

Mittelst der Transformationsformel (y.) p. 41 ergiebt sich aber z. B.: 

ff. '& » •'« -ff f. (fr *) •>**■" -ff. *• .'. (£)* 

Und mit Rücksicht auf diese beiderlei Umgestaltungen ergiebt sich aus 
(VI.) einerseits: 

(vii.) ö, - , m /;/jf ; [(U, 0,) - (** 0,)] <,,*„*,, 

und andererseits: 

<™> «. - o ff. [*. k (E) - »• /n 6/)] <"■ 

Eine besonders einfache Gestalt für dieses 6r x ergiebt sich schliesslich 
aus der Formel (III.). Nach (d.) p. 69 ist nämlich: 

/. ff f. **** - ff. «•** + ff f. £ ***■ 
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hieraus folgt durch Differentiation nach ß, und mit abermaliger Be- 
nutzung der Formel (d.) p. 69: 

wfff. **** - hfL *•*•" +Jf. E *<" 

Subtrahirt man aber diese Gleichung von derjenigen, welche aus ihr 
durch Vertauschung von «, A mit ß, B entsteht, so erhalt man eine 
Formel, mittelst deren der Ausdruck (III.) folgende Gestalt gewinnt: 

(IX.) Gi = 9 [lff n 4> Bd* - £ff n 4> Ad4 



Einige sich anschliessende Betrachtungen über die Probleme der 
elektrischen nnd namentlich der magnetischen Induction. 

§ 1. 

Das elektrostatische Problem für zwei Engeln. 

Man kann dieses Problem im Ganzen genommen nach vier ver- 
schiedenen Methoden behandeln, nämlich: 

Erstens nach der Poisson' selten Metlwde, nnter Anwendung, der 
gewöhnlichen Polarcoordinaten; wobei zu bemerken ist, dass diese Me- 
thode nur auf den Fall anwendbar ist, dass keine äussern Kräfte in- 
fluiren. 

Zweitens nach der von Thomson und Liouville angegebenen Me- 
thode der reeiprocen Radien. Diese Methode, von welcher namentlich 
auch Dirichlet in seinen Vorlesungen Gebrauch gemacht hat, besteht 
im Wesentlichen darin, dass man die beiden gegebenen Kugelflächen 
mittelst der Theorie der reeiprocen Radien in zwei concentrische Kugel- 
flächen verwandelt. 

Drittens mit Hülfe der Thomson'scfwn Spiegelimncte; wobei man 
alsdann nach Belieben entweder der gewöhnlichen Polarcoordinaten, oder 
aber (was vorteilhafter sein dürfte) der dipolaren Coordinatcn sich be- 
dienen kann. 

Viertens endlich kann man das Problem lösen allein durch An- 
Wendung der dipolaren Coordinaten, ohne irgend ivcldie weiteren 
HülßmitteL Diese letzte Methode, welche vielleicht uuter allen die 
einfachste ist, dürfte wohl zuerst in meinem Werke von 1862 an- 
gegeben worden sein. 

In diesem Werke (Ueber den stationären Temperaturzustand iu 
einem homogenen Körper, welcher von zwei nichtconcentrischeu Kugel- 
flächen begrenzt wird, Halle, 1862), habe ich nämlich sowohl die 
dritte wie auch die vierte Methode exponirt, die eine unter dem Namen 
der „geometrischen", die andere unter dem der „analytisclien Mctliodef 1 . 
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Doch lässt die dort von mir gegebene Darstellung Manches zu wünschen 
übrig. Und demgemäss benutze ich die gegenwärtige Gelegenheit, um 
speciell jene vierte Methode von Neuem, und in möglichst übersicht- 
licher Gestalt mitzutheilen. Dabei werden, hinsichtlich der dipolaren 
Coordinaten, nur die wenigen und einfachen Kenntnisse erforderlich 
sein, welche im gegenwärtigen Werk p. 97 — 110 deponirt sind. 

Wir beginnen mit folgender vorbereitender Aufgabe: -Irgend eine 
Kugelfläclie des dipolaren Systems vom Parameter # sei in wiUkührlicher 
Weise mit Masse belegt; und zwar sei die Dichtigkeit r\ dieser Belegung 
für jeden Punct (#, p, % tl>) der Kugelfläclie von folgendem Werth: 

(i.) n = ^2x^,v)*), 

m 

wo X„(ji, 9) die allgemeine Kugelfunktion n*' Ordnung**) vorstellen 
soll. Es soll die Gesammtmasse 3Ji dieser Belegung berechnet werden, 
und ebenso auch das von ihr auf irgend einen äussern oder innern Punct 
(fr l9 ft u q> l9 Vi) ausgeübte Potential U = Ufa, p l9 <p l9 fy). 

Bezeichnet man das bei (#, /ti, <p 9 tp) gelegene Oberflächenelement 
der gegebenen Kugel mit dö, ferner die reciproce Entfernung dieses 
Elementes vom Puncte (ft l9 (i l9 y l9 fy) mit T 9 so ersieht sich: 

(A.) dö = ~£-?-, [nach (32.) p. 108], 

(B.) T = l^ft 3±"<*-*,>P n (cos y\ [nach p. 1 10], 

wo das Vorzeichen + in jedem Falle so zu wählen ist, dass der Ex- 
ponent negativ wird. Gleichzeitig ergiebt sich: 

(c.) ^-ff^-ff^)V*^. 

(D.) ü = U{9 lf ft , 9l , 1> x ) = ff T n d6. 

Substituirt man hier für tj, dö, T die Werthe (1.), (A.), (B.) und lässt 
man gleichzeitig in (C.) für den daselbst eingeklammerten Factor die 
Entwicklung eintreten: 

-L^^WP.O*), [vgl. p. HO], 



*) Wir setzen durchweg fi für cos 00. Auch sollen im gegenwärtigen § 
die Summen stete von n = bis n = 00 ausgedehnt gedacht werden. Ueberdieaf 
wird, wie früher, die Zahl n -{- i häufig mit N bezeichnet werden. 

**) Es ist also X n (/*, <p) dieselbe Function, welche von Laplace mit Y n (p, <p) 
bezeichnet wird. 
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so erhält man: 

SR = ** ff {2 *****•(*)) (2X.(lh <p))dpd<p, 

U{» u ft, 9v *i) -V*iff (2e±**-*JP n (cos r )) ( JXO*, <p))dpd 9 . 

Und hieraus folgt mittelst der bekannten Eigenschaften der Kugel- 
functionen: 

(2.) 2R = 2a 2 -g e±»*X (1, 0), 

(3.) U(* lt *, 9u *,) = V*i2 ^«±«»-»'>X.(ft, 9,), 

wo ebenso, wie. in den früheren Formeln, die Vorzeichen + stets so 
zu wählen sind, dass die Exponenten negativ werden. Hiermit aber 
ist die gestellte Aufgabe absolvirt. 

Erläuterung. — Das in (B.) eingeführte cos y hat offenbar die Be- 
deutung : 

(a.) cos y = ftft t + Y\ — \j? y\ — p\ cos (q> — o^). 

Demgemäss ist nach den bekannten Integral-Eigenschaften der Kugel- 
functionen : 

(b.) ff P » ( cos y) X » 0*» <P)dt>>d<p = -j£ X„ (ft , qpj; * 

die Integration ausgedehnt gedacht über die ganze Kugelfläche, d. i. über 
p = — 1 ... + * und y — . . . 2 *. Dabei steht wiederum 2V zur Ab- 
kürzung für n + 4- — Bringt man jetzt aber diese allgemeine Formel 
(b.) auf den specieUen Fall: fi t — 1 in Anwendung, so wird cos y » p, 
mithin : 

(C<) ff P *iP) X *(P> <P)dpd<p = -£ X n (l, Vl ), 

wo offenbar <p, beliebig ist, also z. B. auch = gesetzt werden darf. 
In solcher Weise entsteht das in (2.) aufgeführte X m (l, 0). 

Bei der Behandlung des elektrostatischen Problems werde ich 
hauptsächlich zwei Aufgaben in Betracht ziehen, auf welche sich als- 
dann alle übrigen Aufgaben leicht zurückführen lassen. 



§ 2. 
Ente elektrostatische Aufgabe. 

Wir wollen uns jetzt irgend zwei Kugelflächen des dipolaren 
Systems markirt denken, mit den Parametern & = r und fr = r , von 
denen die eine den Pol A(& = 00), die andere den Pol Ä{fr = — 00) 
umschliessen mag; sodass also 

(4.) x = pos. und r = neg. 
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ist. Gleichzeitig mögen unter q, q und f folgende positive äcttie Brüche 
verstanden werden: 

(5.) q = er*, q = e r °, f — qq = *«-*. 

• 

Dass diese den gegebenen beiden Kugelflächen zugehörigen Constanten 
q, q und f sehr einfaclie und amcJiaulicJie geometrische Bedeutungen 
haben, ist früher gezeigt worden. Vgl. (<r.) p. 205. 

Diese Kugeln (t) und (r ) mögen nun zwei isolirte Metallkugeln 
sein. Wir wollen annehmen, dieselben seien, ohne Influenz äusserer 
Kräfte, bis zu irgend weklien gegebenen Spannungen (Potetitialwerthen) 
C und C mit Elektricität geladen. Es sollen diese Ladungen, d. t. die 
Dichtigkeiten r\ und ^ der betreffenden elektrisclien Belegungen näher 
bestimmt werden. 

Da keine äusseren Kräfte influireu sollen, so werden die noch 
unbekannten elektrischen Belegungen symmetrisch sein in Bezug auf 
die Centrallinie der beiden Kugeln. Bezeichnet man also irgend zwei 
variable Puncte auf der einen und andern Kugelfläche mit (r, ft, g>, #) 
und (r , ji , q> , # ), so werden jene Dichtigkeiten rj und iy unabhängig 
sein ven den Azimuthen q> und q> . Und demgemäss machen wir für 
ri und ri die Ansätze: • 

(6.) ia 



Vo 



-*£*ÄP.(*A 



wo die A und B unbekannte Constanten vorstellen. Zufolge der vor- 
angeschickten allgemeinen Formeln (1.), (2.), (3.) haben alsdann die 
Gesammtmassen 9K und 2R der beiden Belegungen, und die von ihnen 
auf irgend einen Raumpunct (# 17 fi lf <p lf fy) ausgeübten Potentiale U 



und U die Werthe: 



2 » ... t n ^r» 2 n 



Tl = 2a V t' e -sr An _. 2a J? '* q »A n , 
(7.) 

W = 2a>;*-£e^B H =2a2-£tfB*, [vgl. (5.)], 

und ferner: 



(8.) 



f r o = u*(»i, **., vi, *.) = V*. 2' y e±«*«-».)B.P.( ft ); 



wo die Vorzeichen + bei jeder Lage des variablen Punctes (#, , fi lf 
Vi; #1) 80 zu bestimmen sind, dass die Exponenten negativ werden. 
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Lässt man also z. B. diesen Punct inneritalb der Kugelfläche (r) sich 
befinden, so wird [vgl. (4.)] %' l > r > r , und folglich: 

(8. a) 

Die Summe dieser beiden Potentiale repräsentirt aber das elektrische 
Gesammtpotential in jenem innern Punct (#,, (i 1} qp,, V A ); und dieses 
soll den gegebenen constanten Werth C besitzen. Es soll also sein: 

u + u = c, 

d. i. 

-JL + ^ = .? .. -C^V^P.Öi,), [vgl.(35.a,b)p.ll0]. 

V>i V>i V>i 

Und diese Formel gewinnt durch Substitution der Werthe von U, U 
(8. a) die Gestalt: 

Hieraus aber folgt, weil die Gleichung für beliebige Lagen jenes inneren 
Punctes (fr l} ftj, q> l7 ^j) stattfinden soll, sofort: 

also mit Rücksicht auf (5.): 

Eine zweite Gleichung (F .) zur Bestimmung der Constanten A, B 
wird sich offenbar dadurch ergeben, dass man den Punct (0^, (t„ <p l9 ^ x ) 
nicht in das Innere der Kugel (r), sondern in das Innere der Kugel 
(r ) versetzt. Diese zweite Formel (F .) muss mit der schon auf- 
gestellten Formel (F.) analog sein, nämlich aus dieser entstehen durch 
Vertauschung der q, C, A und q , C , B. Sie wird also lauten: 

(FoO B^-* + A m q* - ^Cr 

Berechnet man jetzt aus diesen beiden Formeln (F.) und (F .) die 
Werthe der A und B, so findet man sofort: 

v C-C q* S 

(9.) l f 

v ü«-<V- v v 

^» — ^ ~i '_-^mT «o > 
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wo f die in (5.) angegebene Bedeutung hat. Substituirt man schliess- 
lich diese Werthe (9.) in (6.) und (7.), so erhält man: 

*» = 4^T 2 -J- - 2i¥ - Nq P.^o), 



(10.) 



'-Sf^'^^W 



und ferner: 



(11.) 



.2 AT 






o C « - C 4 



%N 



m = 2a^^_ 7 : N - q \\ 
Diese Formeln (11.) können auch so geschrieben werden: 

(l2 ) m = ac + ßC n , 

Wl = ßC+yC , 
wo alsdann a, ß, y die Werthe besitzen: 

« = + 2a V -* 



(13.) = — 2a 






2tf> 



1-f 






y = + 2«^^ ? - y .*) 

DenA-J man sich also zwei Metallkugeln , ohne Einwirkung äusserer 
Kräfte, bis zu gegebenen Spannungen C und C geladen, so werden die 
DicJitigkeiten r\, 1? und die Massen 2R, 2R der auf den Kugeln vor- 
handenen elektrisclien Belegungen die in (10.) und (11.) angegebenen 
Wertlie besitzen. 

Auch wird man die Potentiale U und U , welche diese Belegungen 
einzeln genommen auf irgend welchen Raumpunct (ft ly p v <p l9 ^) besitzen, 
sofort anzugeben im Stande sein. Denn diese Potentiale werden dargestellt 
sein durch die Formeln (8.), sobald man darin für die Cotislanten A und 
B die Werthe (9.) substituirt luxt. 



*) Da q, q 01 f positive ächte Bräche sind [vgl. (5.)], so folgt aus (13.) sofort, 
dass or, y stets positiv sind, hingegen ß stets negativ. Dies hätte übrigens a priori 
erschlossen werden können aus einem gewissen von mir aufgestellten allgemeinen 
Satz. Vgl. die Berichte der Kgl. Sächsisch. Ges. der Wissen, vom April 1880, 
daselbst p. 35. 
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§3. 
Zweite elektrostatische Aufgabe. 

-Es sollen diejenigen elektrischen Belegungen berechnet werden, welche 
auf den beiden Metallkugeln (t) und (r ) inducirt werden durch einen 
äussern elektrisdien Massenpunct m^ (# 2 , fa, <p iy ^*). Dabei soll voraus- 
gesetzt sein, dass die beiden Kugeln zur Erde abgeleitet sind. 

Da jener Punct m 8 ausserhalb der beiden Kugeln liegen soll, so 
wird seine #-Coordinate ihrer Grösse nach zwischen den Parametern 
r und r der beiden Kugeln liegen; sodass also [vgl. (4.)] die Relation 
stattfindet: 
(14.) r > &t > r . 

Setzt man also : 

(15.) g = e 9 *~~ * und g = e r ° —, \ 

so sind g und g positive Hellte Brüclie. Von diesen Brüchen, ebenso 
wie von den schon früher angegebenen Brüchen q, q^ /'soll weiterhin 
Gebrauch gemacht werden zur Abkürzung unserer Formeln; wobei die 
Relationen zu bemerken sind: 

( 16.) gg «= qq = f, [vgl. (5.)]. 

Bezeichnen wir zwei variable Puncte auf den beiden Kugelflächen 
(r) und (r ) respective mit (t, p, 9, $) und (r , fi , <p 0} ^ ), und machen 
wir für die Dichtigkeiten 17 und r\ Q der beiden unbekannten elektrischen 
Belegungen in diesen Puncten die Ansätze: 

(17.) 2 " 



wo die X» und Y n noch unbekannte Kugelfunctionen n*" Ordnung 
vorstellen, so lassen sich die Gesammtmaasen SR und 2R dieser Be- 
legungen und die von denselben auf irgend einen Baumpunct (# u ft„ 
9>,, ^,) ausgeübten Potentiale U und £/ sofort angeben auf Grund 
der allgemeinen Formeln (1.), (2.), (3.). Man erhält: 

8» - 2a2 ^ «-**X.(1, 0) = 2a 2 ~„ ? y A'.(l, 0), 
(18.) 

3»o - 2a ^' ^* <■"'•> l'.Cl, 0» - 2«^ V «o l'.0, 0), 
und ferner: 

ff - ff(*. , p, , * , *,) - /* - V f± W -*' ) X. (fi. , »,), 
(19.) 
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wo die Vorzeichen so zu bestimmen sind, dass die Exponenten negativ 
werden. Liegt also z. B. der Punct (& v f» 19 <p x , # t ) innerlutfb der Kugel- 
fläcJie (r), ist mithin d , l > r > r , so ergiebt sich: 

(19. a) _ 

Für jeden solchen innern Punct (#,, (t t , q> 1} ^) muss aber (weil die 
Kugeln zur Erde abgeleitet sind) das elektrische Gesammtpotential = 
sein, d. h. die Gleichung stattfinden: 

(20.) U+U + m,T n — 0, 

wo T 2l die reciproce Entfernung des gegebenen elektrischen Massen- 
punctes ifljj (# 2 , [i 2} (p 2 , V> 2 ) von jenem innern Puncte (# 1; ft„ q> lf qf»,) vor- 
stellt. Diese Gleichung aber nimmt, falls man für U 7 U die Werthe 

(19. a) und öberdiess für T 2 , die Entwicklung: 

• 

(21.) r tl = y*y* v^v(.»,-.-».,p B (C08 y)> [V gi. p . no], 

substituirt, eine Gestalt au, aus der sofort sich ergiebt: 

^ («**.(*, 9l ) + e*. F.O»,, 9),)) + "^ e»>>P n (cos y) = 0. 

Und diese Gleichung kann, falls man mit er N& * multiplicirt, und die 
Grössen g, g (15.) einführt, auch so geschrieben werden: 

(F.) X„(p„ 9l ).gr-v + Y.fa, 9l )g« - - ^ £ P. (cosy). 

Versetzt man nun andererseits den hier benutzten variablen Punct 
(#!, 14, g> l; Vi) m das Innere der andern Kugel (r ), so wird man eine 
snceite Gleichung (F .) erhalten, welche aus (F.) dadurch entsteht, dass 
man die Grössen g, X mit g , Y vertauscht, und welche also lautet: 

(F .) Y n (p t , 9>,).9- A - + X, 0», , 9l )g* = - m *V*> £ P„ (cos y). 

In all' diesen Formeln hat das cos y, wie aus (21.) ersichtlich ist, die 
Bedeutung: 

(22.) cos y = ft fr + |/l *- /tf |/l — fi* cos (^ — g> 2 ); 

und dem entsprechend soll weiterhin gesetzt werden: 

/oq C0S * = ^ ""*" ^ ~~ ^ ^ ~ *** C0S ^ — 9 ^' 

cos d = ^ ^ + Yl — (ij }/l — fijj cos (9 — <p 9 ). 
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Die Formeln (F.), (F .) sind von demselben Habitus wie die 
früheren Formeln (F.), (F .) p. 267, und liefern daher durch Auflösung 
nach den X und Y folgendes Resultat: 

(24.) _ ' 

F. Gh. 9.) - - *£* £ P- (cosy) |5^ rf. 

Hieraus folgt, wenn man die beliebiger* Variablen (i lf q> x in der einen 
Formel mit ft, <p f in der andern mit [i , qp bezeichnet, und dabei die 
Notizen (22.), (23.) beachtet, sofort: 



x.r* •>--■*/** — £ 



öS 9) - - '%7 S ,, -- > **P. (cosd), 
(25.) ' 2V 

Substituirt man schliesslich diese Werthe (25.) in die Formeln (17.), 
(18.), so erhält man: 

(26.) _ ' 

% — m *% : ;^^;:-^^p.(co 8 * ), 

und ferner: 

(270 _ f „ 

BetradUet man also diejenigen elektrisclien Belegungen, tcelche auf 
den beiden Kugeln inducirt werden durch einen äussern elektrisclien Massen- 
punct tn 2 (# 2 , fa, <p i} V 2 ), unter der Voraussetzung, dass beide Kugeln zur 
Erde abgeleitet sind, so werden die Diclttigkeiten % ifo und die Gesammt- 
massen SR, 2R dieser Belegungen die in (26.), (27.) angegebenen Werthe 
f toben. Dabin rcprüsentiren q, q , f, fertwr g, g und cos d, cos <J die 
in (5.), (15.), (16.) und in (23.) angegebenen Abbreviaturen. 

Audi wird man die von diesen elektrischen Belegungen auf irgend 
welchen Raumpunct (ft x , fi,, qp p Vi) ausgeübten Potentiale II und U sofort 
anzugeben im Stande sein. Denn es sind diese Potentiale durcli die 
Formeln (19.) dargestellt, sobald man darin für die Functionen X n und 
Y n ihre Werthe (24.) substituirt hat. 
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§4. 
Die übrigen elektrostatischen Aufgaben. 

Dass alle übrigen, die beiden Kugeln betreffenden elektrostatischen 
Aufgaben auf die soeben absolvirten beiden Fundamentalaufgaben re- 
ducirbar sind, ergiebt sich leicht, und mag durch folgendes Beispiel 
erläutert werden. 

Die beiden Metallkugeln mögen isölirt sein, und tnögen, während sie 
der inducirenden Einwirkung eines gegebenen elektrisclien Massenpundes 
m 2(? , 2> fay 9>2> #*) ausgesetzt sind, (durch Hineinbringen irgend welcher 
positiven oder negativen Elektricitätsmengen) bis zu gegebenen Span- 
nungen C und C geladen werden. Es sollen die Dichtigkeiten % % und 
die Gesammtmassen 2R, 3Ji der unter diesen Uniständen auf den beiden 
Kugeln sich etablirenden elektrisclmi Belegungen näher untersucht tverden. 

Man kann die Lösung dieser Aufgabe unmittelbar erhalten durch 
Superposition der Lösungen der beiden früheren Aufgaben, d. i. der 
ersten und zweiten Aufgabe (§ 2 und § 3). Bezeichnet man nämlich 
die Lösung der ersten Aufgabe für den Augenblick mit r(, ifo, 8W, 
9R' , V, Uq und die der zweiten mit rf', ifc, 9Ä", Wq, U", U'q, so er- 
hält man als die Lösung der gegenwärtigen Aufgabe die Formeln: 

', — ,'+,", | 3R = W + W, 



(28.) 

und: 
(29.) 



u = V. + U", 

£ r o = U' + ü'ö; 
wie solches leicht zu verificiren ist. 



§5. 
Ueber die Theorie der magnetischen Induotion. 

Die früher behandelten hydrodynamischen Probleme können der 
Hauptsache nach reducirt werden auf die Berechnung des Geschwindig- 
keitspotentials 0. Für dieses letztere erhielten wir mit Leichtigkeit 
die Formel [p. 118]: 

(X.) = V7 jF (A n e™ + B n e-* 9 ) P* (ft), 

wo ft = cos a> und N = n + i ist- Ebenso ergaben sich mit Leichtig- 
keit für die hier vorhandenen unbekannten Coefficienten An, B n zwei 
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Systeme von Gleichungen [(10. a, b) p. 121], das eine von der Form: 






(Z.) 



] = ®., (» — 0,1,2,3,....), 



das andere von derselben Form: 

n^Ä^ + % H A„ + <S, n A n+l 
+ n® n B lt - 1 + & n B H + g,,.B, +1 

wo die a, b, c, b, e, f, g und Ä, 83, ß; 3), % %, ® gegebene Grössen 
vorstellen. Schwierigkeiten bereitete uns nur die Auflösung der beiden 
Systeme von Gleichungen, und zwar hauptsächlich deswegen, weil diese 
Gleichungen scheinbar zur Bestimmung jener Constanten A H , B n un- 
eureichend sind*). Ausführlicher geschrieben, lauten nämlich z. B. die 
Gleichungen des Systems (Y.) folgendermassen: 

(7o0 (0 + *o4> + «o4) + (0 + t B + f B t ) = 9o , 

(j v ) (1 o t A + b, A x + c, J.) + (1 b x U + e^, + f, B t ) - 8l , 
(y,.) (20,^, + b,J 2 + c, A a ) + (21^ + t>B % + f,£,) = 9 „ 
(y,.) (30,^ + \A S + c t A t ) + (3b s i* 4 + e,!?, + W - fo, 

etc. etc. etc. 

und in analoger Weise werden die einzelnen Gleichungen (z .), (z t .), 
(z,.), (zj>.), .... des Systems (Z.) sich darstellen. 

Wären nun die beiden Anfangsconstanten Aq, B bekannt, so könnte 
man successive zuerst A lf B 1 aus den beiden Gleichungen (y .), (z .), 
sodann A i% B % aus (j v ), (i v \ sodann A s , B s aus (y 2 .), (z 2 .) berechnen. 
U. s. w. U. s. w. Jene Anfangsconstanten A 0f B sind aber unbekannt] 
und es scheinen daher zur wirklichen Bestimmung der A } B noch zwei 
Gleichungen zu fehlen. Diese beiden noch fehlenden Gleichungen 
werden durch den Umstand ersetzt, dass die für das Geschwindigkeits- 
potential geltende Entwicklung (X.) convergent sein muss. 

Der reguläre Weg zur Berechnung der A } B würde demgemäss 
etwa folgender sein: Man nehme zuvorderst Aq, B willkürlich an, und 
bestimme, mittelst der Gleichungen (Y.), (Z.), die Grössen A l7 B lf A % , 
B 9f etc. etc., allgemein A n , B n als Functionen von A^ B . Sodann be- 
stimme man schliesslich die in diesen Functionen A nj B n enthaltenen 
willkürlichen Constanten A^ } B der Art, dass die Reihe (X.) convergiri 

Die wirkliche Verfolgung dieses Weges erschien mir von so ab- 
schreckender Schwierigkeit, dass ich denselben zu betreten nicht ver- 



*) Wie solches früher schon besprochen ist für einen gewissen specüUtren 
Fall, vgl. p. 122, 128. 

Ninminn, Hydrodynamische Untersuchungen. 18 
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sucht habe. In der That habe ich die in Rede siehenden hydrodyna- 
mischen Probleme, abgesehen von einem ganz speciellen Fall (p. 122 
bis 127), nach einer wesentlich andern Methode behandelt 

Auf genau dieselben Schwierigkeiten stösst man nun aber auch 
in andern Gebieten der Mathematischen Physik, wo es weniger leicht 
ist 7 dieselben durch andere Methoden zu umgehen, so z. B. in der 
Theorie der Ausbreitung des elektrischen Stromes innerhalb eines von zwei 
Kugelflächen begrenzten Conduetors, und ebenso in der Theorie der magne- 
tischen Induction zweier Kugeln. In der That handelt es sich auch in 
diesem Fall, wie später gezeigt werden soll, um die Auflösung zweier 
Systeme von Gleichungen von der Form (Y.), (Z.); sodass also zur 
wirklichen Bestimmung der A } B wiederum nodi zwei Gleichungen zu 
fehlen scheinen. Und diese beiden noch fehlenden Gleichungen finden 
wiederum ihren Ersatz durch gewisse in der Natur des Problems liegende 
Convergenzbedingungen. 

Chwolson*) irrt, wenn er die beiden noch fehlenden Gleichungen 
direct hinstellen zu können glaubt. In der That sind die beiden von 
ihm zur Vervollständigung der Syteme (Y.), (Z.) hingestellten Glei- 
chungen völlig illusorisch, nämlich nichts Anders als eine unmittelbare 
Consequenz aus jenen Systemen (Y.), (Z.). Und demgemäss dürfte 
z. B. auch die von Chwolson, auf Grund dieser Gleichungen, ausgeführte 
numerische Rechnung des sicheren Fundamentes entbehren. 

Um näher hierauf eingehen zu können, mag zunächst an die all- 
gemeine Theorie der magnetischen Induction erinnert werden. 

Es handelt sich bei der Poisson'schen Theorie um die Ermitte- 
lung desjenigen magnetischen Zustandes, welcher in einem magnetisir- 
baren Körper Ä (der z. B. aus weichem Eisen bestehen kann) durch 
äussere magnetische Kräfte inducirt wird. Das gegebene Potential 
dieser äusseren Kräfte mag V heissen, und kurzweg das inducirende 
Potential genannt werden. Die Frage nach der Beschaffenheit jenes 
magnetischen Zustandes zerfällt der Hauptsache nach in zwei Theile, 
nämlich erstens in die Berechnung der in dem Körper Ä inducirten 
magnetisclien Momente a, ß, y, und zweitens in die Berechnung des- 
jenigen Potentials Q, welches der Körper seinerseits, nach Eintritt des 
in Rede stehenden magnetischen Zustandes, auf äussere und innere 
Puncte ausübt. Dieses Potential Q pflegt das inducirte Potential genannt 



*) Chwolson: Ueber das Problem der magnetischen Induction auf zwei Kugeln, 
Schlömilch's Journal, Jahrg. 24, p. 40. Ein von Kirchlioff gegebenes Referat über 
diesen Aufsatz befindet sich in den Monatsberichten der KgL AkacL d. Wiss. in 
Berlin, vom 4. April 1878, p. 269—276. 
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zu werden. Zwischen diesen Grossen a, ß, y und Q findet ein ein- 
facher Zusammenhang statt. Wären nämlich a, ß, y bereits ermittelt, 
so würde das Potential Q für jeden beliebigen äussern oder innern 
Punct p den Werth haben: 

(i.) «M -fff t (« \\ + f', T ,+r £)«•**. 

die Integration ausgedehnt gedacht über alle Volumelemente dxdydz 
des Körpers S. Dabei bezeichnen x, y, z die Coordinaten eines solchen 
Elementes, und T seine reciproce Entfernung vom Puncte p. Was 
nun die wirkliche Berechnung der vier Unbekannten a, ß, y, Q betrifft, 
so führt die Poissori 'sehe Theorie zu folgender Regel: 

Man breite au f der Oberfläche des Körpers Ä eine beliebige Massen- 
belegung aus, bezeichne das Potential derselben auf äussere und innere 
Funde mit Q, und bestimme sodann diese Massenbelegung in solcJier Art, 
dass an jedweder Stelle der Oberfläche die Gleichung erfüllt ist: 

<w (ü + S) + *» m ^-". 

wo x eine der Substanz des Körpers eigenthümliche Constante vorstellt, 
während n und v die äussere und innere Normale der Oberfläche be- 
zeichnen. 

Dies ausgeführt gedadit, repräsentirt alsdann Q das gesuchte in du- 
cirte Potential. Und gleichzeitig werden alsdann die gesuchten indu- 
cirten Momente a, ß 9 y an jeder Stelle (x, y, z) des Körpers $ die 
Werthe haben: 

(3 .) .__ JJS±n, „-.-„«s+i), f __ „m+n. 

Die Constante x ist für jeden magnetischen Korper positiv, und für un- 
magnetische Körper Null. In Betreff dieser Sätze verweise ich auf 
die Vorlesungen meines Vaters über Magnetismus, Leipzig, bei Teubner, 
1881. In der That ergeben sich die genannten Sätze ziemlich leicht 
aus den dortigen Formeln, p. 35. Auch sind meine Bezeichnungen 
genau dieselben wie dort. 

- Die vorhin erwähnte Massenbelegung der Körper-Oberfläche mag 
kurzweg die fingirte Massenbelegung genannt werden. Leicht lässt sich 
zeigen, dass dieselbe dureti die Fundamentalformel (2.) eindeutig be- 
stimmt ist. Existirten nämlich zwei Massenbelegungen von solcher Art, 
dass sowohl das Potential Q der einen, wie auch das Potential Qf der 
andern die Bedingung (2.) erfüllte, so würde sich hieraus fflr die 
Differenz q = Q — Qf die Formel ergeben: 

18* 
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W dn + dv + * ÄX d* U ' 

(5.) üd + ^nj^ + lJ-a 

Nun ist aber nach (y.) p. 41: 

w X/J. föi)' + (§§)' + ® )'] *** - - ff. «5t *. 

in ähnlicher Weise ergiebt sich, falls man den Aussenraum des Körpers 
$ mit 21 bezeichnet: 

«•> j/t, im' + m + m] *** — //. « % *. 

wo n und v dieselben Bedeutungen haben, wie in (2.), (4.), (5.). Mul- 
tiplicirt man die Gleichungen (6.), (7.) resp. mit (1 + 4«x) und 1, 
und addirt, so folgt mit Rücksicht auf (5.) sofort: 

(8.) (l+4**)jJJ„[(§i)V-^^ 

Beachtet man nun, dass x positiv ist, so ergiebt sich aus (8.) nach 
bekannter Schlussweise, dass q überall constant ist, oder, weil q (seiner 
Bedeutung zufolge) für die unendlich fernen Puncte verschwindet, dass 
dasselbe allenthalben gleich Null ist. — Q. e. d. 

Bemerkung. — Bezeichnet man die Dichtigkeit der fingirten Massen- 
belegung mit % so lässt sich die Fundamentalformel (2.) auch so schreiben: 

(9.) - 4», + 4*x ^tl* = 0. 

Hieraus folgt sofort: 

Po., ff.«»— ff. "*£*■»■ 

Nun befinden sich aber die die Potentiale V und Q erzeugenden Massen 
theils ausserlialb St, theils auf der Oberfläche 6 des Körpers Ä; und 
hieraus folgt, dass das in (10.) auf der rechten Seite stehende Integral 
= ist. ' Demgemäss ergiebt sich also: 

(ii.) ff*nd* = o. 

Die Gesammtmasse der fingirten Belegung ist somit stets = 0. 

Zweite Bemerkung. — Die im Körper St inducirten magnetischen 
Gesanimtnwmente, d. i. die Integrale: 

(12.) K = fff^adxdyde, B = JJJjdxdydz, V = ßf^dxdydz 

sind in einfacher Weise darstellbar mittelst der fingirten Massenbelegung. 
In der That kann das Integral A, nach (3.), auch so geschrieben 
werden: 

a - - -fff. H9 a n ***> 
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oder, unter Anwendung des früher [(/£) p. 41] eingeführten Symbols 
(jP, G), auch so: 

A = - x JfJ^ ([Q + V],x) dxdydz, 

oder mit Rücksieht auf die Sätze (y.), (/.) p. 41 auch so: 

wo v die auf dti errichtete innere Normale vorstellt. Nimmt man für 
A den letzten der Ausdrücke (13.), so erhält man, mit Rücksicht auf 
(9.), die erste Formel des folgenden Systems: 

(14. A = // Ä ^df(y, B = ff st r i yd6, T=Jf st r l zd6, 

dessen beide andere Formeln sich in analoger Weise ergeben. Diese 
Formeln (14.) zeigen , dass die in dem Körper inducirten magnetischen 
Gesammtmomente identisch sind mit den Momenten der an der Ober- 
fläche des Korpers fingirten Massenbelegung. 

§6. 
Anwendung der Theorie auf eine KugeL 

Es wird angemessen sein, diese schon von Poisson ausgeführte 
Anwendung der Theorie hier in Kürze zu wiederholen; weil die be- 
treffenden Formeln für unsere weitern Betrachtungen unentbehrlich sind. 

Nimmt man den Mittelpunct der gegebenen Kugel, die etwa aus 
weichem Eisen bestehen mag, zum Anfangspunct eines rechtwinkligen 
Coordinatensystem« (x, y, #), und setzt man 

x = r cos w = rm } 

(f.) y = r sin w cos q> = r }/l — m* cos q> } 

Z = r sin w sin q> = r y\ — m* sin <p 9 

wo also m zur Abkürzung steht für cos w, so wird sich das gegebene 
Potential V der von Aussen her auf die Kugel einwirkenden Kräfte für 
jedweden Punct (r, m } g>) innerhalb der Kugel darstellen lassen durch 
eine Reihe von der Form: 



(15.) F-2fT,(», <p), (r < R), 

wo Y H eine allgemeine Kugelfunction n** T Ordnung vorstellt. 

Es handelt sich also darum, auf dieser Kugelfläche eine noch un- 
bekannte Massenbelegung auszubreiten, von solcher Beschaffenheit, dass 
ihr Potential Q der Bedingung (2.) entspricht: 

(16.) |J + (1 + 4») JJ + 4** ||= 0. 
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Wie man nun diese unbekannte Massenbelegung vorläufig auch wählen 
mag, stets wird ihr Potential Q auf irgend einen Punct (r, w, 9) die 
Gestalt besitzen: 

(17. i) Q = V r Zn (m, 9), falls r < R ist, 

und die Gestalt: 



(17. a) Q — JS 1 - xr A(m, 9), falls r > ii ist. 

n=o r""*" 1 

Dabei bezeichnet R den Radius der Kugelfläche, und Z n eine noch un- 
bekannte Kugelfunction n ter Ordnung. Es handelt sich also nur noch 
darum, diese Functionen Z n so zu bestimmen, dass der Bedingung (16.) 
entsprochen wird. — Da v die innere, und n die äussere Normale der 
Kugelfläche vorstellt, so ergiebt sich einerseits aus (15.) und (17. i): 

|r — v»#- *-„(»,, 9), 

und andererseits aus (.17. a): 

Dies aber in (16.) substituirt, erhält man sofort: 

(" J * + (1. + 4*«) gs) Z.(«, 9) + 4«x nfl-> y.(m, 7) = 0; 
mithin: 

AK 9) = - ( i-+i)-+S(r+45iö y " (w > »* 

oder, falls man zur Abkürzung 

(18.) 4*x = A, und T -± [ ^ = -j- = 6 

setzt: 

A(w, 9) nX n + d Y »(™, <p)- 

Somit ergiebt sich aus (17. i, a): 

(19. i) Q - - T -"^ f *.(«» ?), falls r < 7J; 

(19. a) Q = - g »£ i?- +1 ^S^, falls r > R 

Also der Satz: Hat das Potential V der von Aussen her auf die Kugel 
einwirkenden Kräfte für die innerhalb der Kugel liegenden Puncte 
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(r, m, <p) den Werth (15.), so wird das sogenannte inducirte Potential 
Q die in (19. i, a) angegebenen Wefthe besitzen, wobei X and S zur Ab- 
kürzung gesetzt sind für die in (18.) erwähnten Constanten. 

Wird z. B. das inducirende Potential V hervorgebracht durch einen 
irgendwo ausserhalb der Kugel befindlichen magnetischen Massenpunct 

OT i( r i? m \> 9\)> i fl t mithin: 



(20.) F== inj ^ —tt P n (cos y), woco8y = mw 1 + yi — m 2 Yl — m\ cos (w — qpj, 

so erhält man für das inducirte Potential Q die Werthe: 

nXd r f 



1 ^ BCO - - .n 



(21. i) ö = - », 2 f+1 -TFI P - ( cos r), falls r < B, 

(21..) e = -m 1 S"^-^ Fi P,(co8y), falls r>Ä 

§ 7- 
üeber magnetische Bilder. 

Ob der Begriff des magnetischen Budes bereits von irgend einem 
Autor eingeführt, resp. untersucht ist, weiss ich nicht zu sagen. Jeden- 
falls schliesst sich derselbe an die im vorhergehenden § reproducirte 
Poisson' sehe Theorie in einfacher Weise an, vorausgesetzt, dass man 
diesen Begriff in ähnlicher Weise definirt, wie in der Theorie der 
Elektrostatik den Begriff der elektrischen Bilder. 

Ist nämlicJb irgend ein Körper ® (der z. B. aus weichem Eisen be- 
stellen kann) unter dem JEinfluss eines äussern magnetischen Massen- 
punetes m l in einen magnetischen Zustand versetzt worden, so verstehe ich 
unter dem magnetischen Bilde von m l dasjenige innerJiälb Ä zu con- 
struirende Punctsystem, welcJies mit dem Körper Ä in Bezug auf alle 
äussern Puncte äquipotential ist Will man also z. B., was die im vor- 
hergehenden § betrachtete Kugel betrifft, das magnetische Bild des 
Punctes m 1 haben, so hat man innerhalb dieser Kugel $ ein Punct- 
system zu construiren, dessen Potential auf beliebige äussere Puncte 
(r, m, <p) identisch ist mit dem in (21. a) angegebenen Potential Q. 
Hierzu aber dient folgendes Verfahren: 

Es ist x eine positive Constante, also d [vgl. (18.)] ein positiver 
ächter Bruch] und demgemäss ist in (21. a) der erste unter dem Summen- 
zeichen stehende Factor auch so darstellbar: 



nXd 



n + d 

1 o 



nkS f e-e+** dt 
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Dies in (21. a) substituirt, erhält man: 

(22.) Q m, /* (5*nA* ***** e-^P H (cosy)\ <r-**dl 

Denkt man sich nun den zu m 1 (r 1 , tn lf qpj conjugirten Punct (r 2f m v q> t ) 

1 r 

construirt, so ist r x r % = B 2 , mithin — = -£. Dies in (22.) substituirt, 

ergiebt sich: 

(23.) Q m x j \£ n is ^_ e ^P n (cosy) <r**&%. 

Führt man jetzt , statt g, eine neue Integrations variable q ein, indem 
man setzt: 



so erhält man: 



,6"^ = q, mithin; dg = -, 



( 2 4.) ,__*»p/g _£,.(..,)}(£)'* 

wo der in der geschweiften Klammer enthaltene Ausdruck eine ein- 
fache geometrische Bedeutung besitzt. Construirt man nämlich vom 
Eugelcentrum c aus den die Puncte 2 und 1 enthaltenden Strahl c21, 
dessen Richtung den Argumenten (ni l} q> t ) entspricht, markirt man 
ferner auf diesem Strahl einen Punct mit den Coordinaten (p, m 19 q> t ) 9 
und versteht man endlich unter T die reciproce Entfernung dieses 
Punctes (q, m l} q> t ) von dem betrachteten, beliebig gelegenen äussern 
Punct (r, m } <p) } so ist: 



T=2 -SrP.Ceosy), 
mithin : 






wo der cos y genau dieselbe Bedeutung wie bisher besitzt [vgl. (20)]. 
Hierdurch aber gewinnt der Ausdruck (24.) die Gestalt: 

(25.) . «— m.^/f (*)V 

•oder, mittelst partieller Integration, auch folgende Gestalt: 

(26.) Q « m t i^ j T s - dr,-* f Tg^dg 

wo T, nach wie vor, die reciproce Entfernung des Punctes (q, tn lf q) t ) 
von dem äussern Puncte (r, m, <p) vorstellt, während insbesondere T 2 
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die reciproce Entfernung des speciellen Punctes (r 2 , m lf g> t ) von jenem 
äussern Puncto bezeichnet 

Die Formel (26.) giebt unmittelbar Auskunft über das gesuchte 
magnetische Bild des Punctes nt,. Bezeichnet man nämlich das Centrum 
der Kugel mit c, und den zu m l conjugirten Punct kurzweg mit 2, so 
wird jenes magnetische Bild, der Formel (26.) m folge, tlieils aus einem 
in 2 befindliclum einzelnen Massenpunct, theils aus einer von c bis 
2 sich erstreckenden materiellen Linie bestehen. Und zwar ist, nach 
der genannten Formel } die Masse jenes einzelnen Punctes 

und andererseits die Dichtigkeit jener materiellen Linie an der Stelle q: 

<*> - + «. tt (?r- 

Dabei bezeichnet q den Abstand der betrachteten Stelle vom Centrum c; 

ebenso r 2 den Abstand des Punctes 2 von c, ferner R den Kugelradius; 

tvälirend A, ö die in (18.) genannten Constanten vorstellen. 

Bemerkung. — Unendlich stark magnetisch werden wir einen idealen 
Körper nennen, für welchen x = oo, also [nach (18.)] X ebenfalls = oo, 
ferner d =»* 0, und Xö = 1 ist. Man könnte glauben, dass für eine 
solche unendlich stark magnetische Kugel das durch (A.) und (B.) dar- 
gestellte magnetische Bild in das bekannte elektrische Bild sich ver- 
wandelt. Denn für Xd => l und d = geht der Ausdruck (A.) über in 

— m i "5"> während gleichzeitig der Ausdruck (B.) zu verschwinden scheint. 

IC 

— In Wirklichkeit ist das aber nicht der Fall,. wie man schon daraus 
erkennt, dass die Gesammtmasse der durch (B.) dargestellten materiellen 
Linie stets ebenso gross ist, wie die Masse des in (A.) genannten einzelnen 
Punctes (abgesehen vom Vorzeichen); was sich mittelst der elementaren 
Integralformel : 

sofort ergiebt. 

Etwas einfacher gestalten sich die Resultate, wenn der äussere 
inducirende Massenpunct nt, unendlich nahe ' an die gegebene Kugel 
heranrückt. Denn alsdann wird 2 mit m, coincidiren, mithin r 2 = jß 
werden; sodass also in diesem Fall z. B. die Formeln (25.), (26.) die 
Gestalt erhalten: 

(27.) Q^- mi .xS-f d ^(ffd 9 , 



(28.) Q m, • Xd I T % — SBr 6 J Tg*- 1 d«f 
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Das magnetische Bild von m 1 bestellt daher in diesem besondern Fall 
aus Massen, die den von c nach m 1 laufenden Kugelradius R bedecken. 
Der einzelne Punct liegt am Ende von R, und hat die Masse: 

(A\) - ntjAd; 

während gleichzeitig die über diesen ganzen Radius R sich erstreckende 
materielle Linie an der Stelle q die Dichtigkeit besitzt: 

<?■> +*tGT- 

Bemerkung. — Mit (27.) resp. (28.) analoge Formeln lassen sich 
für das inducirte Fotential Q auch dann aufstellen, wenn das inducirende 
Potential V ein ganz beliebig gegebenes ist. Wie nämlich dieses in- 
ducirende Potential V auch beschaffen sein mag, stets wird dasselbe, 
weil es von äusseren Massen herrühren soll, in Bezug auf innere Puncte 
ersetzbar sein durch das Potential einer gewissen auf der Kugelfläche 
ausgebreiteten Massenbelegung. Bezeichnet man nun die Dichtigkeit 
dieser Belegung im Kugel flächenelement dö x mit £ u so erhält man 
sofort für das zugehörige inducirte Potential Q den Werth: 

(29.) Q - ff üitid*» 

die Integration ausgedehnt über alle Elemente dö x der Kugelfläche. 
Dabei sind die Coordinaten von dö i mit (R, m u <p t ) bezeichnet zu 
denken; und gleichzeitig ist dabei unter £l x der in (27.) oder (28.) 
angegebene Ausdruck, nach Fortlassung des Factors m v zu verstehen. 

§8. 

Anwendung der Theorie auf die gleichzeitige Magnetisirung 

zweier Körper. 

Sind gleichzeitig zwei Körper $ und $ der Einwirkung der ge- 
gebenen äussern Kräfte V ausgesetzt, so ist, ausser diesen Kräften, 
auch noch die gegenseitige Einwirkung der beiden Körper auf einander 
in Anschlag zu bringen.- Bezeichnet man also die in den Körpern & 
und $ inducirten Potentiale mit Q und Q , so wird z. B., was speciell 
den Gleichgewichtszustand des ersten Körpers S betrifft, Q als das in 
S inducirte Potential, und andererseits die Summe (V -{- Q ) als das 
von aussen her auf den Körper $ einwirkende Potential, d. h. als das in- 
ducirende Potential anzusehen sein. Mit Bezug auf diesen Körper Ä nimmt 
daher unsere allgemeine Fundamentalformel (2.) p. 275 die Gestalt an: 



\dn ^ dv) ^ ** x ~ dv~ 



'- = 0. 
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Und in ähnlicher Weise ergiebt sich andererseits für den Gleichgewichts- 
zustand des Körpers Ä die analoge Formel: 

(IQ. , dq\ , a %7C m + Q±n - o 

\dn ^ dv ) T* % *o dv ~ V ' 

Diese beiden Fundamentalfornieln, in denen x und x die magnetischen 
Constanten der beiden Körper vorstellen, können, falls man 
(1.) 4jtx = X und 4jtx = A 

setzt, auch so geschrieben werden: 

|i + (1 + /l) »£ + 4 »CA ±7) _ o, 
dn + v 1 + ^ ~a* + *» — dv — — °> 

wo selbstverständlich die n die ätissern und die v die innern Normalen 
der beiden Körper-Oberflächen vorstellen. Wir gelangen somit, was die 
gleichzeitige Induction zweier Körper durch ein gegebenes inducirendes 
Potential V betrifft, zu folgender Regel: 

Man breite auf der Oberfläche des Körpers $ eine beliebige Massen- 
belegung aus, deren Potential auf beliebige (äussere oder innere) Puncte Q 
heissen mag; desgleichen breite man auf der Oberfläche von fi ebenfalls 
eine beliebige Massenbelegung aus, deren Potential Q heissen mag; und 
bestimme sodann diese beiden Massenbelegungcn in solcfier Art, dass ihre 
Potentiale Q und Q den beiden Fundamentalformeln (2.) entspredien. 

Dies ausgeführt gedacht, sind alsdann Q und Q die gesuchten in- 
ducirten Potentiale Und gleichzeitig werden alsdann die gesuchten 
inducirten Momente a, ß, y und a , ß , y die Werthe Jiaben: 

« = -x a( «+<?°- + - F >, ^ _,«<« + *.+ !>, „ = etc. 
/g \ o x cy 

w ^- -*,?*-+, e+J3 . /*. - - «. ^H*^. *-• * 

Ueberdiess werden [vgl. (1.) p. 275] für jedweden Baumpunct p die Formeln 
stattfinden: 

w C « - fff. (■ E + ' £ + r $ ***. 

Ganz ähnlich wie früher lässt sich nun zeigen, dass jene beiden 
Massenbelegungen, die sogenannten fingirten Belegungen durch die Fun- 
damentalformeln (2.) in eindeutiger Weise bestimmt sind. Sind ferner 
r\ und 1? die Dichtigkeiten der beiden fingirten Belegungen, so ergeben 
sich, auf demselben Wege wie früher (p. 276), die Gleichungen: 
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(5.) J ** 

welche aussagen, dass bei jeder der beiden fingirten Belegungen die Ge- 
sammtmasse = ist Was endlich die in den beiden Körpern indu- 
cirten magnetischen Gesammtmoinente 

A = fff& * dxd V dz i B = SSS* ß dxd y d *> r = etc -; 

betrifft, so ergeben sich, und zwar wieder auf demselben Wege wie 
früher (p. 277), die Formeln: 

A = //* n* d *> B = ffi w d6 > r - //* n* d *> 
A o = ff^o****** B o = ff ^Wo***» r o = fftjno***** 

welche aussagen, dass die in den Körpern inducirten Gesammtmomente 
nichts Anderes sind, als die magnetischen Momente der auf den Ober- 
flächen der beiden Körper fingirten Massenbdcgungen. 

§9. 
Anwendung der Theorie auf zwei Kugeln. 

Die beiden Körper §t und $ mögen zwei Kugeln sein, begrenzt 
von irgend zwei Kugelflächen des dipolaren Systems, mit den Para- 
metern t und ? ; und zwar sei: 

(8.) x = pos. 9 andererseits r = neg.] 

sodass also die Grossen: 

(9.) q = er *, ferner q = 6*>, und f= qq =» &*-* 

lauter positive ächte Brüche vorstellen. Die einfache und anschauliche 
geometrische Bedeutung dieser Grössen q f q 09 f ist früher dargelegt 
worden [vgl. (<r.) p. 205]. 

Ferner mag angenommen werden, dass das gegebene Potential V 
der inducirenden äussern Kräfte symmetriscli ist in Bezug auf die 2-Axe, 
d. i. in Bezug auf die Centrallinie der beiden Kugeln. Dieselbe Sym- 
metrie wird alsdann offenbar auch vorhanden sein bei den in diesen 
Kugeln durch jene Kräfte inducirten Zuständen, also z. B. bei den in- 
ducirten Momenten a, /3, y und a , ß w y 0i ferner bei den Potentialen Q 
und Q w und ferner auch bei jenen auf den beiden Kugeloberflächen zu 
fingirenden, die Potentiale Q und (> erzeugenden Massenbelegungen^ 
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deren Dichtigkeiten rj und q heissen mögen. Denkt man sich also 
die Potentiale V 9 Q, Q und die Dichtigkeiten % rj als Functionen der 
dipolaren Coordinaten dargestellt, so werden alF diese Functionen wn- 
äbhängig sein vom Assimuth <p. 

Demgemäss besitzt z. B. die auf der Kugelfläche (r) zu fingirende 
Massenbelegung im Puncte (r, ft, % 1>) eine Dichtigkeit % welche ledig- 
lieh von ft abhängt: 

n = M- 

Gleiches gilt aber auch von der sogenannten vierten Coordinate jenes 
Punctes, nämlich von #; denn es ist: 

^ = e* + e-* — 2 p, [vgl. (15.) p. 104], 

mithin #, abgesehen von der gegebenen Constanten r, lediglich eine 
Function von ft. Gleiches wird daher z. B. auch gelten von dem Quo- 

tienten — -=, wo 2a eine Constante, nämlich den gegenseitigen Ab- 

stand der beiden Pole des dipolaren Systems vorstellt. Diese nur von 
ft abhängende Function: 

mag nun entwickelt gedacht werden nach den Kugelfunctionen P H (ji): 



n=oo 



wo alsdann die Ä noch unbekannte Constanten vorstellen. Giebt man 
dieser letzten Formel die Gestalt: 

(«.) n - *£ y*.P.toi 

bezeichnet man ferner die Gesammtmasse der hier betrachteten Massen- 
belegung mit SD?, und das von ihr auf einen beliebigen Punct (4^, (i l9 
Vi) #i) ausgeübte Potential mit Q = Q(& 17 p l7 <p l9 fy), so gelangt man, 
mit Rücksicht auf (6.), (7.), (8.) p. 266, sofort zu folgenden weiteren 
Formeln: 

11=00 o 

Ol) SR-2o 2; £-«.«*, 

n— 

ö(»i, ft, 9i, *,) = V*i T *£ *.e±*-*->P.(ft), 

wo die beigesetzte Signatur (y. J andeuten soll, dass im Exponenten 
+ N(z — fr^ das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist> je nach- 



(* -: ) 
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dem der Punct (fr v ft,, g> l9 ^ x ) innerJuüb oder ausserhalb der Kugelfläche 
(r) liegt. Führt man statt der 31 etwas andere Constanten A ein, 
indem man setzt: 

y; «„«*' - y ?l.<r" = A., [vgl. (9.)], 

und bezeichnet man überdiess den variablen Punct (4^, ft x , q> lf ^) kürzer 

mit (#, ft ; qp ; ^'), so nehmen die Formeln (a.\ (ß.), (y. — J folgende 
Gestalt an: 

(11.) ÜK=20X^ V , 

(12. i) Q = Q (», ft 9, «0 - V> -SX *~ s * P n (ft), 

(12. a) • respective = YJ, J>A n q* N e N »P n (/*), 

die Summationen stets ausgedehnt über n = 0, l,2,3,...oo, wobei 
das grosse N lediglich als Abbreviatur dient für n + h 

Analoge Formeln gelten offenbar für die auf der andern Kugel- 
fläche (r ) zu fingirende*Massenbelegung. Sie lauten, falls man irgend 
einen Punct auf dieser .Kugelfläche mit (t , ft , tp , # ) bezeichnet, 
andererseits aber unter (&, /x, q>, #) einen variablen Punct versteht, 
der ganz nach Belieben innerhalb oder ausserhalb der Kugelfläche (r ) 
liegen darf, folgendermassen : # 

(13.) , - *£* 2B n Nq*P.iri, 

(u.) a»o-2o VB.aj^ 

(15. i) <> = Q (», p, 9 , *) = V4>2B n eP*P n (r), 

(15. a) respective = V^ ^B n ql N e" N9 P n {^ 

wo die li, ebenso wie die A, noch unbekannte Constanten vorstellen, 
und wo von den beiden Formeln (15. i) und (15. a) die erste oder 
zweite gilt, je nachdem der Punct (#, [i, q>, #) innerhalb oder ausserhalb 
der Kugelfläche (r ) liegt. 

Unsere Aufgabe besteht nun darin, jene Constanten A und B in 
solcher Weise zu bestimmen, dass die Potentiale Q und Q den Funda- 
mentalformeln (2.) entepredwn. Denn solches ausgefiüirt gedacht, werden 
alsdann Q und Q die gesuchten inducirten Potentiale sein. Auch 
werden sich alsdann die gesuchten inducirten Momente a, ß, y und 
a o> ßoi Yo sofort bereclmen lassen mittelst der Formeln (3.). 
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Bei Behandlung dieser Aufgabe wird offenbar für das gegebene 
inducirende Potential V ein bestimmter analytischer Ausdruck zu Grunde 
zu legen sein. Da nun die inducirenden Kräfte äussere sein sollen, 
oder (anders ausgedrückt), da die das Potential V erzeugenden Massen 
ausserhalb der beiden Kugeln liegen sollen, so wird dieses V z. B. für 
alle innerhalb der Kugelfläche (t) liegenden Puncte (fr, p, <p, tji) ersetz- 
bar sein durch das Potential einer gewissen Massenbelegung der ge- 
nannten Kugelfläche, also folgende mit (12. i) analoge Gestalt besitzen: 

(16. i) V= F(4>, ft, <p, 1>) = Vi>2*«e-** ?*<&), [innerhalb (*)]. 

Desgleichen ergiebt sich, dass jenes gegebene Potential V für alle 
innerhalb der andern Kugelfläche (r ) befindlichen Puncte (#, ft, <p 7 V) 
folgende mit (15. i) analoge Form besitzt: 

(17. i) V = F(*, (i, % 1>) = YJ> J'B.^P.Ö*), [innerhalb (r )]. 

Und da F gegeben ist, so sind die hier auftretenden Constanten A, B als 
gegebene Constanten anzusehen. — Bevor wir an die Lösung der eigent- 
lichen Aufgabe näher herantreten, mögen noch zwei Bemerkungen ein- 
geschaltet werden. 

Erste Bemerkung. — Für jede der fingirten Massenbelegungen ist 
die Gesammtmasse stets = 0, [vgl. (5.) p. 284]. Somit ergeben sich 
aus (11.) und (14.) für die unbekannten Constanten A, B folgende 
Formeln: 

(18.) \L 

Zweite Bemerkung. — Was die in der Kugel (r) inducirten magne- 
tischen Gesammtmomente A, B, T betrifft, so ist z. B. nach (7.) p. 284: 

A = JJrixdö, 

die Integration ausgedehnt über alle Oberflächenelemente dö der Kugel 
(t). Substituirt man hier für rj, x } dö ihre analytischen Ausdrücke: 

n - ~i~ 24,Ng"P.(ti, t°a*h (10)], 

x=*a e * ~f* , [nach (11) p. 102], 

so folgt sofort: 
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Nun ist aber 

-^L = 2^ Nt Pn(n), Tnacli (35. a, b) p. 110], 

also falls man nach t differencirt, und beachtet, dass ty—tf-^e-* — 2p 
ist: 



e*-e 



2ii>yiif 

also mit Rücksicht auf (9.): 



^--^Jfor-^P.G»), 



f-f 



= 2 2Nq N Pnfa.) 



Dies in A substituirt, erhält man: 

A = V // (2 W l>n(l>)) (2A H Nq»r n (n)) d^d<p. 

Die Integration ist zu erstrecken über p = — 1 . . . -f- 1 und über 
q> = . . . 2%. Somit ergiebt sich mittelst der bekannten Integral- 
eigenschaften der Kugelfunctionen : 

(19.) A - *?- 2MN<?Y y = 4a 2 24* Nf*- 

Ferner ist nach (7.) p. 284: 

B = ff rjydö und T = ff r\zd<S. 

Hieraus aber folgt, weil die Dichtigkeit rj symmetrisch in Bezug auf 
die #-Axe ist, sofort: 

(20.) B = und T = 0. 

. Mit (19.), (20.) analoge Ausdrücke ergeben sich für die in der 
andern Kugel (r ) inducirten Gesammtmomente A^ B 0; f" ; sodass man 
im Ganzen folgende Formeln erhält: 

A = + 4a 2 ^XiV (? *", B = 0, T = 0, 

(2L) Ao = - 4a 2 ^BuNtf, B = 0, T = 0. 

Bei diesen Ausdrücken ist im Auge zu behalten, dass die x-Axe, nach 
welcher A und A gerechnet sind, vom Pole Ä{ — oo) zum Pole A(po\ 
also vom Centrum der Kugel (r ) zu dem der Kugel (r) läuft, vgl. (8.). 
Hiermit hängt das entgegengesetzte Vorzeichen in den Formeln (21.) 
zusammen. 

Ich habe hier die Formeln (21.) nach der Chwolson' sehen Methode 

entwickelt. Die Kirchhoff sehe Methode ist vielleicht noch einfacher. 

Kirchhoff' geht aus von der Formel (4.) 

«d») = fff. (« Ji + ß% + r lr) ****» 



s 



V." 



>s 
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T die reciproce Entfernung des Volumelementes dxdydz (dessen 
.-Koordinaten x, y, z sind) von dem beliebig zu wählenden Punct p vor- 
stellt. Bezeichnet man diese Entfernung selber mit E t und die Coordi- 
naten des Punctes p mit a, b, c, so folgt: 

/ Q( P) ^fffc !HL=4 + e9- v) + y(c-z ) ixdydg 

Lässt man jetzt den Punct p längs der positiven x-Axe ins Unendliche, 
oder wenigstens in exorbitante Entfernung rücken, so wird E für alle 

OL ""— X 

Volum elemente dxdydz der Kugel nahezu constant, ferner — = — 

nahezu = 1, während — =-^ und — =— nahezu = werden; sodass 

iL IL 

man also mit grosser Annäherung erhält: • 

E 2 Q(p) = CCC adxdydz, d. i. = A. 

Diese Formel: A = E*Q(p) kann aber offenbar, weil der Punct p in 
superlativer Entfernung liegt, auch so geschrieben werden: 

(a.) A - (Ap) (Äp) • Q(p), 

wo (Ap) und (Äp) die beiden Polabstände des Punctes jp vorstellen. 
Sind nun (fr, jti, <p, ip) die dipolaren Coordinaten dieses auf der positiven 
x-kxe in superlativer Entfernung befindlichen Punctes p, so ist offenbar 
ft = 1, ferner # positiv und nahezu = 0. Demgemäss ergiebt sich: 

(Ap) (A'p) = p = *£ = -—%—-, [vgl. (25.) p. 105], 

und ferner: 



Q(p) = Ye* + er 9 - 2 ^Xj 1 ^, [aus (12. a)]. 

Dies in (a.) substituirt, erhält man: 



(b.) A = 



e» -e 



Lässt man jetzt schliesslich, um dieser nur näherungsweise gültigen 
Formel (b.) völlige Strenge zu verleihen, den Punct p längs der posi- 
tiven ft-Axe wirklich ins Unendliche rücken, mithin # = werden, so 
verschwindet gleichzeitig Nenner und Zähler des Ausdrucks [der Zähler 
zufolge (18.)]. Nach bekannter Regel ist daher: 

(c.) A = l " / * ^ 




oder was dasselbe: 

(d.) K — AtflSAnNtf*; 

was mit (21.) übereinstimmt. 
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§ 10. 
Fortsetzung. 

Es handelt sich um die Berechnung der noch unbekannten Con- 
stanten A, B. Diese sind so zu bestimmen, dass die für Q, Q auf- 
gestellten Werthe den beiden Fundamentalformeln (2.), d. i. den Glei- 
chungen: 

m % + »fr + '>«+'«■ + '-> ] _ 0y „ t d . t P15clie Wj 

Genüge leisten , wo die n die äussern, die v die innern Normalen der 
beiden Flächen vorstellen. Es wird ausreichend sein, die eine von 
diesen beiden Fundamentalformeln, etwa (22.), wirklich zu bilden. 
Denn alsdann wird sich die andere (22.) , der Symmetrie zufolge, von 
selber ergeben. 

Auf der den Pol A(po) umschliessenden Kugelfläche (r) gelten für 
eine beliebige Function F die Formeln [vgl. (33.), p. 109]: 

dF d^F d&_ _dF ( v>\ , dF dF d& dF _^ 

3n = d& dn ~ M \ ~2a)> UD(1 dv d& dv ~ d* 2a> 

oder genauer geschrieben die Formeln: 

dF = _(ip dF\ dF , / y_ dF\ 

dn ~ \2~ä dä/x^t 9 dv "*" \2a d&Jte' 

Demgemäss geht die Fundamentalformel (22.) über in: 

« (§- a[ ' i+ " g r w - +r> ] L,-o. 

wo absichtlich das erste Q horizontal überstrichen ist. Unter diesem 

Q ist nämlich, wie aus (22.) ersichtlich, der Werth ausserhalb der 
Kugelfläche (r) zu verstehen; während die übrigen in (23.) vorhandenen 
Grössen Q, Q , V die Werthe der betreffenden Potentiale innerhalb (r) 
repräsentiren. Nach (12. a) ist daher: 

(24.) Q = VM> 2 ^ q™c«*P n ((i), 

während andererseits aus (12. i), (16. i) und (15. a) folgt: 

(25.) V=VH,2;K(r-> f *Pn(ti), 

Q n = V*2X ?**<■'-*■** -00- 
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Zur bequemern Rechnung mögen nun die Bezeichnungen Ä n , B' n) C n ein- 
geführt werden: 

(A.-A.q™, K = B n q*f, 

\C n = (l+X)A» + X(JK H +B' n ) ] 

auch mögen zur Abkürzung die Differenzen der A mit a, die der B 
mit 6 u. s. w. benannt werden, in folgender Weise: 

|#n === An A-n—i, d n = A n A^—iy CL n = A n A n _i , 

&„ = #.— #„_!, K, = #. - K-u ßn — B„ - B»_„ 
Cn — Cn — Cfc— i. 

Alsdann folgt aus (24.), (25.) mit Rücksicht auf (26.) sofort: 
(28.) Q = V^ JX e**P, (p), 

(29.) (1 + k)Q + *(F + Q ) = V^ ^»^^P» (/»). 

Differenzirt man aber diese beiden letzten Formeln nach #, und ver- 
fährt man dabei nach M ausgäbe der früher aufgestellten allgemeinen 
Formeln (£.), (1?.) p. 120, so erhält man: 

c 30 ' I» - ^ JV- <*"""" - (» + 1)<44-,<*«-»») p.w, 

wo die aj, und c„ die in (27.) angegebenen Differenzen vorstellen. Sub- 
stituirt man schliesslich die Werthe (30.), (31.) in die Fundamental- 
formel (23.), so gelangt man zu einer Formel, die auf der Kugelfläche 
(r) für jedwedes ft gelten muss, und in welcher daher die Coefficienten 
der P n (ft) einzeln = sein müssen. In solcher Weise erhält man die 
Gleichung: 
(32.) [wa;^-^-(»+ l)a;n-i^+ 1)r ] + [nc n c^^^ 

wo n = 0, 1, 2, 3, . . . . Multiplifcirt man diese Gleichung mit c~-( N + l)t y • 

und beachtet, dass e~* = q ist (9.), so folgt: 

(33.) [na' n q* — (n + l)a n+1 ] + [nc« - (n + l)c n + iq *]q™ = 0. 

Und diese Gleichung nimmt, weil nach (26.), (27.) 

C n = (1 + *)A n + A(A n + B' n ), 

C n = (1 + ^)«n + K"n + Ki) 

ist, die Gestalt an: 

[neig 2 — (n + l)a n+i ] 
+ (1 + 4) [na n — (n + l)a n+l2 2 ]^ 
+ k \na n - (n + lK-H? 2 ]« 2 * 



(34.) 



= 0. 
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Es bleibt noch übrig, in der ersten und letzten Zeile dieser Formel, 
die accentuirten Hülfsgrössen a } V durch die eigentlichen Grossen a, b 
resp. A, JB zu ersetzen. Nun ist nach (27.) und (26.): 

ö4 = Ä n - Ä n - X = A n q™ - A^ iq ™-*, 

oder was dasselbe: 

a n = [^„g 2 — ^„-Jj 2 *-», und folglich: 

Substituirt man hier für -4„_i und ^4 n +i die aus den Relationen 

a n t = s An — -4*_i und o„ + i = ^4 w+ i — A n 

entspringenden Werthe, so erhält man: 

\a' n = [A„<f - (A n - a n )]q™~* , 

> 

öi+i = [(A n + a n +i)q 2 — A n ]q* N ; 
oder anders geordnet: 

fa' n =[On _A(l-g 2 )]^- 2 , 

< 

a^x = [an+iq* — A n (l— q 2 )]q 2N ] 

woraus für die erste Zeile der Formel (34.) folgender Ausdruck resultirt: 
(4.) [n£q*-(n+l)a n +A = [na n -(n+l)a^ 

Völlig analog mit (x.) ergeben sich ferner die Relationen: 

16» =[6.. -Ml-qlM"-*, 

'.«,+, = Pm.,«» - -B.(i - ffj)Jaj*5 

und hieraus resultirt für den Ausdruck vierter Zeile in (34.) der Werth: 
(v.) [nb' n - (n + l)ftS H .tfl*J = [«&. - (h + l^+ifWo*"* 

- #.(1 - q*)[n - (» + 1)/W, 

wo f=qq ist; vgl. (9.). — Substituirt man schliesslich die Werthe 
(A.), (V.) in die Formel (34.), so folgt, falls man gleichzeitig die ganze 
Formel durch q 2N dividirt, und überdiess beachtet, dass tfj^""*™^""" 1 ist: 

i (2+X)[na n -(n+l)a n+1 q i ]+A n (l— f) 

+ k\na n — (n+ 1) a* + i tf 2 l 

+A ([n6 n — (n+ l)fe„ +1 r^] - 1>> M (1 _g2 ) [n— (n+ l)n)«5 Ä - x 

t>ies also ist diejenige Gestalt, welche die Bedingung (22.) schliesslich 
annimmt, sobald man in derselben für Q, Q M V ihre analytischen Aus- 
drücke substituirt. Und man übersieht nun sofort, dass die parallel 
stehende Bedingung (22.) bei analogem Verfahren folgende analoge 
Gestalt annehmen wird: 



oo 



(35.) 
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(2+X )[nb n -(n+l)b n+1 q*]+B n {l-- q l) ] 

( 35 0o{ +^/Jn-(n+l)/J n +i^] =0. 

Diese für w = 0, 1, 2, 3, . . . geltenden Gleichungen (35.), (35.) 
enthalten theils gegebene, theils unbekannte Coustanten. Die ersteren 
sind dargestellt durch die magnetischen Constanten k, A [vgl. (1.) 
p. 283], ferner durch die von der Grösse und relativen Lage der beiden 
Kugeln abhängenden Constanten q, q , /*; endlich durch die in dem ge- 
gebenen Potential V enthaltenen Constanten A», B» [p. 2Ö7], und durch 
deren Differenzen o» = (A* — A„_i), ß n = (B„ — B»_i). Andererseits 
sind in die unbekannten Constanten dargestellt durch die in den un- 
bekannten Potentialen Q, Q Q auftretenden Constanten A n , B n [p. 286J, 
und durch deren Differenzen a n = (A n -— -4 W _ i), b n = (JB„ — B H -i). 
Es wird zweckmässig sein, die o», b n nur als Abbreviaturen für diese 
Differenzen anzusehen; sodass also dann die in den Gleicfmngen (35.), 
(35.) enthaltenen unbekannten Constanten lediglich die A n , B n sind. 

Was nun den eigentlichen und nicht gerade ganz leicht zu er- 
kennenden CJuirakter der Gleichungen (35.), (35.) betrifft, so ist im Auge 
zu behalten: erstens, dass die beiden Fundamentalformeln (22.), (22.) 
wie besonders betont worden ist*), zur vollständigen • und eindeutigen 
Losung des magnetischen Problems, also zur vollständigen und ein- 
deutigen Bestimmung der unbekannten Potentiale Q y Q ausreichend 
sind; zweitens, dass diese Potentiale nothwendiger Weise darstellbar 
sein müssen durch die früher angegebenen, mit den noch unbekannten 
Constanten A n , B H behafteten Reihen [p. 286]; endlich drittens, dass 
die Gleichungen (35.), (35.) schlechterdings Alles enthalten, was über- 
haupt aus jenen Fundamentalformeln (22.), (22.) in Betreff der Con- 
stanten A n , B n eruirbar ist. Aus diesen drei Thatsachen folgt sofort, 
dass die Gleichungen (35.), (35-) ausreicliend sein müssen zur wirk- 
lichen Bestimmung der in jenen Reihen vorhandenen constanten Coef- 
ficienten An, B n . 

Dem scheint nun allerdings durch die Form dieser Gleichungen 
widersprochen zu werden. Denn dieselben haben, falls man für a n und 
b n ihre eigentlichen Bedeutungen (A n — -4»— i) und {B n — J5 n -i) sub- 
stituirt, die Gestalt der früher besprochenen Formeln (Y.), (Z.) p. 273; 
sodass also zur wirklichen Bestimmung der A H , B n noch zwei Glei- 
chungen zu fehlen scheinen. Diese scheinbar noch fehlenden Glei- 
chungen finden ihren Ersatz und müssen ihren Ersatz finden durch 

*) Ygl. die letzten Zeilen auf p. 283. 
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den Umstand, dass die Reihenentwicklungen der Potentiale Q, Q nicht 
divergent sein dürfen. 

Um die Hauptsache msammenm fassen: Die in den Entwicklungcti 
der Potentiale Q, Q {ß. 286] vorJumdencn Constanten A n , B H sind notJi- 
ivendiger Weise vollständig und eindeutig bestimmt 

(a.) durch die für n = 0, 1, 2, 3, . . . geltenden Gleichungen (35.), 

(35.) ; und daneben 
(ß.) . . . .- . durch den Umstand, dass jene Entwicldungoi convergent 

sdin müssen. 

Denn wollte Jemand das Gegentheil behaupten, so würde er damit die 
Behauptung aussprechen, dass die Fundamentalformeln (22.), (22.) 
p. 290 zur vollständigen und eindeutigen Lösung des magnetischen 
Problems unzureichend seien; — eine Behauptung, die sicherlich 
falsch ist. 

Sehr erwünscht würde es sein, wenn man die Anforderung (ß.) 
irgendwie abschütteln, und durch bequemere Bedingungen ersetzen 
könnte. Und ein solcher Ersatz scheint dargeboten zu sein durch die 
früher gefundenen Relationen 

(y.) 2A„q™ = und J£B n q™ = 0, [vgl. p. 287]. 

Es entsteht also die Vermuthung, dass die Constanten A n , B H , statt durch 
(a.) und (ß.), vielleicht aueJi durcfi (a.) und (y.) bestimmt sein könnten. 
Das aber ist leider nicht der Fall. In der TJiat lässt sich zeigen, dass 
die Gleieliungen (y.) eine unmittelbare Consequenz aus den Gleichungen 
(a.) sind, und dass also jetie A n , B n durcli (a.) und (y.) ebensowenig be- 
stimmt sind, wie durcli, (a.) allein. 

Erster Beweis. — Wie schon bemerkt, repräsentiren die Gleichungen 
(a.), d. i. die - Gleichungen (35.), (35.) Alles, was überhaupt aus den 
beiden Fundamentalformeln (22.), (22.) zur Bestimmung der A , B 

extrahirbar ist. Jene Gleichungen (y.) entstammen aber derselben Quelle; 
denn sie entspringen aus der Thatsache, dass die Gesammtmasse eiuer 
jeden der beiden fingirten Belegungen =» ist; und diese Thatsache 
ihrerseits war eine Folge jener beiden Fundamentalformeln. Da nun die 
Gleichungen (ct.) Alles repriisentiren, was überhaupt aus den Fundamental- 
formeln für A n , B n abzuleiten möglich ist, die Gleichungen (y.) aber 

ebenfalls aus diesen Formeln abgeleitet sind; so müssen die Gleichungen 
(y.) in den Gleichungen (a.) schon mitenthalten sein. — Q. e. d. 

Zweiter Beweis. — Die erste der Gleichungen (a.), nämlich (35.) ist, 
falls man rückwärts geht, identisch mit (34.), ebenso mit (33.). In 
dieser früheren Gestalt (33.) lautet sie: 

[na m q* — (n + \)a' n +x\ + [nc H — (w -f- l^tjflg 1 ** 1 = 0, 
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oder falls man n successive = 0, 1, 2, 3, . . . setzt: 

[0 - la[] + [0 - U x q*]q = 0, 
[la',<f - 2ck\ + [lc t - 2c 8 <jf*]g 8 = 0, 
[2a*q* - 3«3] + [2c, - 3c 3 q*]q> = 0, 
[3ai 2 8 - 4«4J + [Sc, - tcrfW = 0, 

etc. etc. etc. 
Hieraus folgt durch Addition sofort: 

(9» — 1) (lai + 2(h + 3% + 4«i + •••) = 0, 

oder weil der erste Factor g* — 1, als von verschieden, fortzulassen 
ist, und überdiess a' n durch seine eigentliche Bedeutung (Ä n — Ä n __^\ 
ersetzt werden kann: 

(Ä\ + 2A' t + 34, + 4^ + . . .)) = 
- (Ä„ + 2A\ + 3Ä t + 4^i + . . .)) 

oder was dasselbe ist: 

— A'o — A\ — Ä<t — Ä$ . . . = 0. 

oder kürzer geschrieben: • «* 

2A> - o, 

die Summation, wie gewöhnlich ausgedehnt über n = 0, 1, 2, 3, . . . 
Nun ist aber Ä n nur Abbreviatur für A n q* N [vgl. (26.)]. Somit folgt: 

2Anq*» = 0. 

Und dies ist die erste der Gleichungen (y.). Somit haben wir gezeigt, 
dass diese erste der Gleichungen (y.) eine unmittelbare (Jonsequenz reprä- 
8entirt aus der ersten der Gleichungen (a.). Dass dieselbe Beziehung 
obwaltet zwischen der zweiten Gleichung (y.) und der zweiten Gleichung 
(a.) bedarf keiner Erläuterung. — Q. e. d. 

Bemerkung. — Hiermit hängt der schon angedeutete Irrthum 
Chwolsoris zusammen, der darin besteht, dass die Gleichungen (y.) als 
unabhängig von den Gleichungen («.), und mit diesen Gleichungen (a.) 
zusammengenommen als ausreichend zur Bestimmung der A n , B H an- 
gesehen werden. Derselbe Irrthum ist auch übergegangen in das 
Kirchhof^ 'sehe Referat Dabei sei erwähnt, dass Chtoolson und Kirch- 
hoff die Gleichungen («.), d. i. (35.), (35.) in wesentlich anderer Gestalt 
geben, zu der man in folgender Weise übergehen kann. 

Man fähre statt der A } B } A, B andere Constanten ein: A*, B* } 
A*, B*, indem man setzt: 

A n = A*<r», B n = Btqv y , 
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Ersetzt man nun in (35.) zuvörderst die a H} a ny b n durch ihre eigent- 
lichen Bedeutungen (A n — -4„-i), (A„ — A*_i), (B n — -B»-i), und führt 
man hierauf [mittelst (36.) J statt der A, B, A, B, die neuen Constanten 
A* } £*, A*, B* ein, so nimmt die Gleichung (35.) die Gestalt an: 



(37.) 



+a [ M A:- t -( w + (w + 1)g ' )A:+(»+i)A; +1 ] 



während andererseits die parallelstehende Gleichung (35.) bei gleichem 
Verfahren folgende Gestalt annimmt: 



1=0. 



(37.), -H [„B^-C-t^t^BI + ^-f l)B* +l ] 

Dabei ist /* stets = qq [vgl. (9.), p. 284]. Und diese Formeln (37.), 
(37. \ repräsentiren, abgesehen von einer andern Bezeichnungsweise, 
die Chwolsori sehen, und ebenso auch die KircM^off 1 sehen Gleichungen. 
In der That geht z. B. die Formel (37.) genau über in die von Kirchhoff 
in den Berichten der Berliner Akad. der Wiss. (4. April, 1878, auf 
Seite 272 in Nr. 2) angegebene Formel, wenn man an Stelle von 

~ i — j Y' 2 f ^ 0f f } n} n * ^ nj * } 
respective die Bezeichnungen substituirt: 



T— 1 



9u ^ 



9i 



B H , C n , B H . 



2 ' ™ p/ p./ ~ n > 

Bei der Mühsamkeit der Rechnungen habe ich es für wichtig gehalten, 
die Resultate derselben durch eine solche Vergleichung in sorgfaltiger 
Weise zu controliren. 

§ 11. 
Uebergang zu dem speciellen Fall nur einer EngeL 

Das im Vorhergehenden behandelte magnetische Problem ist in 
sofern ein sehr einfaches, als die allgemeinen Formen der inducirten 
Potentiale Q, Q sich mit Leichtigkeit angeben lassen. Grosse Schwierig- 
keiten bereitet aber, wie im vorhergehenden § gezeigt ist, die Bestim- 
mung der in diesen allgemeinen Formen enthaltenen constanten Coef- 



(10 



=0, wo: n=0, 1,2,3,... 
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ficienten A n , B n . Diese Schwierigkeiten werden bestehen bleiben, und 
ihr eigentlicher Kern wird noch deutlicher hervortreten, wenn wir 
gegenwärtig zu dem speciellen Fall nur einer Kugel uns hinwenden. 
Der Uebergang zu diesem speciellen Fall kann entweder dadurch 
bewerkstelligt werden, dass man die Kugel (r ) als unmagnetisch be- 
trachtet, mithin x und A [vgl. (1.) p. 283J gleich NuU setzt, oder 
am Einfachsten dadurch, dass man den Radius der Kugel (r ) zu Null 
macht, mithin das q verschmnden lässi [Vgl. die geometrische Be- 
deutung von q 0} p. 205 (<*.)]. Mittelst dieser letztern Operation geht 
die Formel (35.) p. 292 über in: 

(2+ X)[na n - (n + 1H+i<Z 2 J + A n (1 - f) \ 
+ A [na H — (n+ tyan+tq*] 

Man könnte zweifelhaft darüber sein, ob wirklich die letzte Zeile jener 
Formel (35.) stets fortfallt. Doch sieht man, dass solches der Fall ist, 
wenn man jene Formel (35.) für n = 0, 1, 2, 3, . . . der Reihe nach 
hinschreibt, und hierauf erst das q verschwinden lässt 

Es handelt sich darum, mittelst dieser Gleichungen (1.) die in der 
Entwicklung 

(2. i) Q - Q(», (i, 9», V) = V* 2 A m c-» 9 P„ fr), 

""° [vgl. p. 286J 

(2. a) respective = }/# 2* A m q^^ 9 P m (fk) 

enthaltenen unbekannten Constanten A n zu berechnen, vorausgesetzt, 
dass das induciremle Potential 

«=00 

(3. i) V = V(9, p» <p, *) = VH> -2 *nc-" 9 Pufa), [vgl. P- 287], 

nebst seinen Coustanten A„, gegeben ist; wobei zu beachten, dass a n und 
a n nur Abbreviaturen sind resp. für {A n — -4»— i) und (A n — A*_i). 

Dass die A n durch die Gleichungen (1.), und durch die zu fordernde 
Convergenz der Reihen (2. i, a) vollständig und eindeutig bestimmt sind, 
geht aus unsem früheren Betrachtungen (vgl. den Satz p. 294) deutlich 
hervor. Will man aber diese Bestimmung der A n wirklich ausführen, 
so stösst man wieder auf ähnliche Schwierigkeiten wie früher. Denn 
die Gleichungen (1.) sind von der Form: 

(2 + A)[0 - (4 - A a )<?\ + 4,(1 - f) = G , 

(2 + X) |(4 - 4.) - 2(4 - 4>/J + 4(1- S") = ö„ 

'- '' (2 + A) [2(4 - 4) - 3(4 - 4) 3 *J + 4(1 - f) - G t , 

(2 + k) [3(4 - 4) - 4(4 - A 9 )tf] + 4(1 - 2*) ~ <?„ 

etc. etc. etc. 
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wo die G gegeben sind, ebenso k und q. Man müsste also, bei einem 
directen Versuch zur Auflösung, zuvörderst das A$ noch willkührlich 
lassen, und mittelst der aufeinanderfolgenden Gleichungen successive 
A lf A ty A 3 , ... als Functionen von A^ darstellen. Sodann müsste man 
schliesslich diese Werthe in die Reihen (2. i, a) substituiren, und jenes 
Aq so bestimmen, dass diese Reihen convergiren. 

Dieser directe Weg zur Auflösung der Gleichungen erscheint von 
abschreckender Schwierigkeit Umsomehr dürfte es von Interesse sein, 
dass man die Auflösung derselben auf einem ganz andern, indirecten 
Wege wirklich zu geben vermag. Dieser indirecte Weg bietet sich 
fast von selber dar; er besteht darin, dass man das vorgelegte magne- 
tische Problem zunächst löst mittelst der monopolaren Coordinaten 
(d. i. mittelst der gewöhnlichen Polarcoordinaten), und sodann diese 
Lösung transformirt in die dipolaren Coordinaten. Um näher hierauf 
einzugehen, müssen wir zuvörderst die betreffenden Formeln bei Zu- 
grundelegung der einen und der andern Coordinaten nebeneinander 
stellen. Setzt man, was die monopolaren Coordinaten (r, m, <p) betrifft, 
das gegebene inducirende Potential 



£00 



(5. i) V = 2 M ?i( m )> Ü* r < R, 

>=* 

wo die Coefficienten K beliebig gegebene Constanten vorstellen, so hat 
das inducirte Potential Q [vgl. p. 277, 278, (15.) und (19. i)] den Werth: 

(6. i) Q - - *2 j$ WPjitn), mrr<B, 

wo li den Kugelradius vorstellt. Denkt man sich also für einen be- 
liebigen Raumpunct (x, y, 0) die monopolaren Coordinaten mit (r, tn, 9) 
und die dipolaren Coordinaten mit (<&, ft, q>, tp) bezeichnet, und setzt 
man zur Abkürzung: 

(7.) 8, — f*P,(m), und ». — y**-»P.(fO, 

wo N = n + i sein soll, so kann man die Formeln (5. i), (6. i) und 
andererseits die Formeln (2. i), (3. i) in folgender Weise nebeneinander 
stellen: 



Ist das inducirende Potential 
V gegeben in der Form: 

(8.) F-J2M&, 

i 
wo die K gegebene Constanten vor- 
stellen, so wird das inducirte Po- 
tential Q den Werth haben: 



Ist andererseits das inducirende 
Potential V gegeben in der Form: 

F— JgÄ.»., 

n 

wo die A gegebene Constanten 
vorstellen, so wird das inducirte 
Potential Q den Werth haben: 
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wo die A noch unbekannte Con- 
stanten sind. 



(9.) e = -2y^KÄ> 

-wo A und 8 gegebene Constanten 
l>ezeichnen [vgl. p. 278, (18.)]. 

Air diese Formeln beziehen sich auf Puncte innerhalb der ge- 
gebenen Kugel; und alle Summationen sind nach dem betreffenden 
Undex (J oder n) von bis oo ausgedehnt. Es handelt sich nun darum, 
ittelst dieser Zusammenstellung, jene noch unbekannten Constanten 
wirklich zu bestimmen. Zu diesem Zwecke sind die SS in die 2B, 
nd umgekehrt die 2B in die 3$ zu transformiren. Die betreffenden 
rTransformationsformeln lauten, wie später gezeigt werden soll, folgender- 
zaoiassen: 

io.) «,-jsw»., äBn=2>;»>, 

* s 

die y und ß gewisse Camtanten sind. Substituirt man diese Werthe 
er 2B in die Formel (8.) reehtcr Hand, d. i. in die Formel: 

a.) F=^Ap2B p , 

p 

ndem man gleichzeitig p für n setzt, so erhält man: 

.) f-J5'J2a,#8, 

p i 
iese letzte Formel drückt das V als eine Function der SB,- aus, und 
fit also analog mit der Formel (8.) linker Hand. Demgemäss ergiebt 
ich, auf Grund der Formel (9.) linker Hand, für das indueirte Po- 
ntial Q der Werth: 

y.) Q - - 22 & *,$*,, 

P 5 J ^ ° 

der, falls man hier für die 33 ihre Werthe (10.) substituirt: 

«.) Q - — 222 Ä a,Ä/-»-. 

iese letzte Formel (<J.) drückt das (> als Function der SB aus, und 
uss also identisch sein mit der Formel (9.) rechter Hand. Durch 
ergleichung der beiden Formeln ergiebt sich daher: 

11.) 4>--22J$A,fiy{, 

der ausführlicher geschrieben: 

12.) A H = AjA + A? Ai + • ■ • + A> P H , 

die A die Werthe besitzen: 

i3.) Ai-lfi #y». 



/=* 



i + » 
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Und diese Formel (12.) repräsentirt also die Auflösung des in Iialc 
stellenden Systems von Gleichungen (1.), resp. (4.). Es bleibt nur noch 
übrig die in (12.) oder vielmehr in (13.) enthaltenen Constanten ß, y 
zu bestimmen; das soll im folgenden § geschehen. Doch mag schou 
hier das schliessliche Resultat dieser Untersuchung mitgetheilt werdeu. 
Wir werden die Werthe der ß } y berechnen, und finden, dass die 
Formel (13.) bei Substitution dieser Werthe die Gestalt annimmt: 

(14.) AJ _ _ (, _ 3 V'X^^H Gs)' 

wo die O n jl — ) und O p jl — J gewisse Functionen von — , also von q 
vorstellen, auf welche später genauer einzugehen sein wird. Vgl. p. 307. 



X 



§ 12. 

Ueber die Transformation von den monopolaren Coordinaten auf 

die dipolaren, und umgekehrt. 

Das Centrum c der gegebenen Kugelfläche (r) befindet sich auf 
der positiven #-Axe, und besitzt die dipolaren Coordinaten # = 2x und 
fi = 1. Ueberdiesa ist statt des po- 
sitiven Parameters r der Kugelfläche 
häufig der positive ächte Bruch 

(1.) q = er» 

eingeführt worden,dessen geometrische 
Bedeutung bekannt ist (p. 205). Be- 
zeichnet man die beiden Pole mit 
A(po) und A'(— oo), ferner den An- 
fangspunet des Systems (x, y, z) mit 
o, so haben der Abstand (pc) und der 
Kugelradius R die Werthe: 

! + «■ 



• Pi (*») 



(oe) = a^_- 

R: 



t *1 



[(55.) p. 138], 



P (fr, P> 9, *, r, m) 



c(2t) 
-A(od) 



o 



(2.) — * 

-i'V t( 56 -) P- 138J, 

wo 2a = (AÄ) den gegenseitigen Ab- 

staud der beiden Pole vorstellt. Dem- ! 

gemäss ergiebt sich [vgl. die beistehende Figur]: 

(Ae) = (oc) — a, 

(Äc) = (oc) + a, 



V z 



Ä (- a») 



(Ac) = a j-^, d. i. = QU, 
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oder, falls mau für (oc) den Werth (2.) einsetzt: 

(3.) 

mithin z. B.: 

(4^ ( ^ c) = </« 

Dies vorangeschickt, betrachten wir einen beliebigen Raumpunct p (#, ft, 
<p, ^), und bezeichnen die dem Centrum c und der x-Axe entsprechen- 
den monopolaren Coordinaten desselben mit (r, m, 9?) der Art, dass r 
den Abstand des Punctes von c } und m den Cosinus desjenigen Winkels 
w vorstellt, unter welchem r gegen die positive Axe geneigt ist. Wir 
stellen uns die Aufgabe, die Function 

(5.) 8, — t*P,(co8 w) = rjPj(m) 

auszudrücken durch die dipolaren Coordinaten (#, ft, <p, #) des betrach- 
teten Punctes p. Doch wollen wir dabei der Bequemlichkeit willen an- 
nehmen, dieser Punct p liege stets oberhalb der yz-Ebene, sodass also 
seine Coordinate & stets positiv bleibt. 

Zur Losung der Aufgabe benutzen wir (vgl. die Figur) einen auf 
der positiven #-Axe in sehr grosser Entfernung befindlichen auxüiarm 
Punct p x \ sodass wir also im Ganzen zwei variable Puncte haben, 
nämlich: 

p mit den Coordinaten &, p, 9?, # und r, m, 9?, 

und pj mit den Coordinaten # u 1, *, ^ und r i} 1, *. 

Demgemäss erhalten wir für den gegenseitigen Abstand (pp t ) dieser 
Puncte die Formel: 



(6.) j 






r J 

J- 
1 

Und andererseits auch die Formel: 

— ftcsOO 



(8 > Q5J-^^*-* p -^ W'p-»0). 

Man überzeugt sich von der Richtigkeit dieser Formeln (7.), (8.), falls 
*Han nur beachtet, dass p oberhalb der t/j?- Ebene, und andererseits j^ 
^uf der positiven a?-Axe in supcrlativer Entfernung liegen soll. Bedient 
Kian sich der Bezeichnung (5.), und setzt man ausserdem: 

CS.) 2B n = }^<r-"»P n Q*), 
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so kann man die Formeln (7.), (8.) auch so schreiben: 

und durch Gleiclisetzung dieser beiden Ausdrücke muss es möglicti sein 7 
die SS durch die SB darzustellen, und somit die gestellte Aufgabe zu lösen. 
Setzt man zur augenblicklichen Abkürzung (Ap^) = q und (A'pj) = p', 
so ist bekanntlich: 

(12.) l£- = y=> und «'—-P [vgl- P- 105, (23.)], 

mithin: 

denn es ist N = n + i- Aus der geometrischen Bedeutung von p und 
p' ergiebt sich aber q = (.Apj) = (Ad) + »i [vgl. die Figur], und ebenso: 
p' = (A'p t ) = (.4'c) + r v Somit folgt: 



(14) fe. «». _ i^'J^T - - 



[' + ^]" 



2« [(,1c) + r,]"^ r> T + (4c)l**i > 

oder, falls man für (Ad) den aus (4.) entspringenden Werth substituirt: 

[i + <££) _LT 
(15.) ^L «ir», - L -S-|£J • 

ri [ 1 + ^ 

Der hier auf der recliten Seite stehende Ausdruck hat> bei Fortlassung 
des Divisors r ly die Gestalt: 

w (1 - ft-+l > 

wo ß einen ädden Bruch vorstellt*). Denkt man sich diesen Ausdruck 
(A.) nach Potenzen von ß entwickelt, so werden die auftretenden Coef- 
ficienten nur noch Functionen von x sein. Wir bezeichnen diese Func- 



(Ac) 
*) Setzt man nämlich den Quotienten — - — - = ß, so ist in der That ß ein 

r i 
sehr kleiner ächter Bruch, weil der Pnnct p l in ungemein grosser Entfernung sich 

befindet, mithin r, von exorbitanter Grösse ist [vgl. die Figur p. 300]. 
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Idonen mit 0(x), oder genauer mit 0£(#), und schreiben demgemüss 
die in Rede stehende Entwicklung folgendermassen: 

(B.) SLzl^ = 2 ß j Oi(x). 

Multiplicirt man diese Formel mit a n , wo a ein beliebig gewählter 
achter Brttch sein soll, und summirt sodann über n = 0, 1, 2, . . . oo, 
so erhält man: 

1 P n=0 \ x P / n=0 /=0 

oder was dasselbe ist: 



Aus dieser Formel (C.) erkennt man sofort, dass die Function Ol{x) 
in Bezug auf n und j symmetrisch, dass also 

(D.) . Ol(x) - OI{x) - 0„(as) = 0,»(z) " 

ist In der That sollen die hier in (D.) angegebenen Bezeichnungen 
weiterhin promiscue gebraucht werden, je nach der augenblicklichen Be- 
quemlichkeit. Auch folgt aus der durch (B.) gegebenen Definition 
der Functionen sofort, dass z. B. 

(E.) 0{ (x) identisch = 1 ist. 

Dies eingeschaltet, kann man nun die Formel (15.), mit Rücksicht 
auf (B.), (D.), auch so schreiben: 

oder, weil (Ac) = Rq ist (3.), auch so: 






2 
Dies in (11.) substituirt, erhält man: 






iPP 

Vergleicht man aber diese letzte Formel mit der früheren Formel (10.), 
so ergiebt sich, weil zwischen beiden für beliebige Werthe des (ex- 
orbitant grossen) r x Uebereinstimmung stattfinden muss: 



(i6.) fy-^i-Rqyo^U-m 
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odpr einfacher geschrieben: 

(17.) % = (- Rq)J S°0„ Q-) • SB.. 

»1=0 \ss/ 

Noctidem wir in (17.) die 33 durch die SB ausgedrückt haben, wollen 
wir jetzt umgekehrt die 3B durch die SB darmstellen versuchen. Zufolge 
der Bemerkungen bei (12.), (13.), (14.) ist: 

*»i = iL = ( A 'fl) „ (^c) + r t 
9 (A Pl ) (Ac) + r t > 

folglich: 

P«) + r.]«** - (A'c) + r„ 

oder, falls man diese Gleichung nach r x auflöst: 

_ (A'c)-(Ae) e* 

oder, weil nach (3.) (A'c) = — und (Ac) = Rq ist: 

r« — * 



1 3 l-e* ' 

mithin z. B.: 

ar~(-r(Tf^r 

Multiplicirt man dies mit der bekannten Formel: 

^L - - e± -±^ , [vgl. («.) p. 103] , 

so folgt: 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck kann auch so 
geschrieben werden: 

- *v- -i-Y 

(i-gV')" 1 ' 
und ist daher nach (A.), (B.), (C), (D.) p. 302 in die Reihe ent- 
wickelbar: 



£v+r ■ «, (£} 



*) In diesem Aasdruck ist «fr, nahe = 0, weil der Pnnct p t äusserst weit 

entfernt sein soll. Folglich ist daselbst das Prodnct q e &l nahem ==» q , mithin 
ein ächter Bruch. 
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Somit folgt aus (18.): 

™ ri (*r- s(-iy !«*-*• *(*> 

wo N = n + £ ist. Substituirt man diesen Werth (19.) in die Ent- 
wicklung (10.): 

so erhält man: 

(20 -> sk" " II * (- $ ^'"O * 

Vergleicht man jetzt diese letzte Formel (20.) mit der früheren 
Formel (11.): 

1 -37 1 <^«W, 

und beachtet man, dass beide Formeln mit einander übereinstimmen 
müssen für Miebige Werthe der sehr kleinen Coordinate #, des ex- 
orbitant weit entfernten Pnnctes p l} so ergiebt sich sofort: 

(21.) «.-^^(-iy^^Q)-^ 

2aq 



oder besser geordnet, und mit Rücksicht darauf, dass . = (1 — q 2 ) 
ist rVgl. (2.)]: 

(22.) 3B„ = (1 - /)«* g (~ iy 0« Q q ) ■ SB, 

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: Bezeichnet man für 
irgend einen Punct (#, fi, <p, tl>) die auf p. 301 besproeftenen monopolaren 
Coordinaten mit (r, m, <p), und setzt man zur Abkürzung: 

(23.) 8, = rJ P;(m), 2B n = Vjier»*r n (ff), 

so finden zwischen diesen Functionen 33, SB folgende Bezielmngcn statt: 

(24.) %j = (-RqyTOnj(±)%&n, rnach(17.)J, 

(25.) 3B„ = (1 - f)<f *2 (- jj 0.j Q-) • «,, [nach (22-)], 

wo die nJ die in (A.), (B.), (C), (D.) p. 302 definirten Functionen vor- 
stellen. Doch ist bei der Ableitung dieser Formeln (24.), (25.) die Vor- 
aussetzung gemacht worden, dass der betrachtete Punct (#, ^, <p } ty) oder 
(r, m, <p) oberhalb der yz-Ebcne liege, dass mithin seine Coordinate # 

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 20 
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positiv und nicht gleich Null sei. Zur Abkürzung kann man nun diese 
Forfndln (24.), (25.) etwa so schreiben: 



(26.) », = .5Vn2B*, 

(27.) * 2B» = 2ß?®j', 

w>2€ sokhes z. li. früher in ( 10.) p. 299 bereits gesdiehen ist. Und hieraus 
folgt, dass die damals eingeführten Constanten y, ß die Werthe liaben: 

(28.) ri = (-%/^(^), 

(29.) #=(i-«V"(-*yo„ ; (; 9 } 

Bildet man aho z. Ji. statt ß] das ßj, und multiplieirt dieses mit y* n , 
so folgt: 

(30.) M = (i _ ,V+X QH (-V). 

An die letzten Formeln schliesst sich fast von selber eine wichtige 
Bemerkung an. Aus (27.) erhält man nämlich (p statt n gesetzt): 



8„ = SfiXji 

also, falls man für SB, den Werth (26.) substituirt: 
oder ausführlicher geschrieben: 

SS,. = S8o fö fi'ri) + ®, Qf tfrf) + 

Hier nun müssen die Coefficienten der 933 zu beiden Seiten einander 
gleich sein. Somit ergiebt sich also, dass 

(31.) J£ #y> = 1, oder = ist, 

je nachdem n gleich p, oder von |) verschieden. Substituirt man aber 

hier in (31.) für das Product ßfy^ den Werth (30.), so gelangt man 
zu dem Satz, dass 

(32.) 2 1 T j O nj ( * ) O pj (-) = - TT-*— ,r , oder = tri, 
v J po J \qq/ J) \qq/ q *p(\ _ q 2 ) ' 

je nachdem n gleich p, oder von p verschieden. 
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Gleichzeitig ergeben sich für die früher erwähnten Constanten: 

(33.) K = -2T l J L 8 $Y'n, [vgl. (13.) p, 299], 

mittelst der Formel (30.) die deßnitiven Wcrthe: 



( 34.) • a; - - (1 - , v> 5 /£ 8*0, (£) o, (£} 

Ausserdem aber ergiebt sich aus (32.), um einen fleischen 
Ausdruck zu brauchen, dass die die Coefficientcn einer orthogonalen 
Substitution sind. Ist nämlich zwiscJien zwei Grössensystetnen X^, X v 
X 2 , . . . in inf, und Y , Y l9 Y 2 , . . . in in f., ein System von Gleichungen 
gegeben von der Form: 

(35.) X > = l| '"(«i)- r "'*) 

so lässt sieh dasselbe sofort umkehren. In der Thal ergiebt sicli aus (32.), 
dass diese Umlcehrutig folgendermassen lautet: 



(36.) r.-ä-(i-« , ) , iM^)^ 






2- v 



2 

Beweis. — Versteht man unter p eine bestimmte feste Zahl, und 

multiplicirt man die Gleichung (35.) mit q^Op ( — ), und summirt hier- 
auf nach j von bis oo, so folgt: 

_ '«&)•*- I(*-S'«(s)<*(s)} 

Die hier auf der rechten Seite stehende innere Summe ist aber nach 

(32.) stets =0, ausser für n=p, und in diesem Fall = -^-r ^-> 

Somit folgt: 

Dies aber ist, falls man den Buchstaben p mit n vertauscht, die zu 
beweisende Formel (36.). Q. e. d. 



*) Zwischen O^, und 0£ oder Of findet keinerlei Unterschied statt. Vgl. 

(D.) p. 303. Je nach der augenblicklichen Bequemlichkeit soll daher bald diese, 
bald jene Schreibweise gebraucht werden. 

20* 
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Vervollständigung der erhaltenen Formeln. — Nach (24.), (25.) 
ist, falls man für die SS, SB ihre eigentlichen Bedeutungen (23.) einsetzt: 



(37. a) 



*P,(m) = (- Rqy £ Ol (J-) • V*e-»*P m (p), 

n=0 Vi 1 / 



(37. b) 



n=0 



y*e-»*P n (p) = (1 - f)f*2 (~ $OlQ^-t*Pj(tn); 

wobei zu bemerken ist, dass die eine dieser beiden Formeln aus der 
andern durch Umkehrung abgeleitet werden kann, mittelst des Satzes 
(35.), (36.). Lässt man den variablen Punct (r, m, q>) oder (#, p, <p, if>) 
auf die gegebene Kugelfläche (r) fallen, mithin r in 22, und e~* in 
e-* = q übergehen, so nehmen die Formeln (37. a, b) folgende spe- 
ciellere Gestalt an: 



(38. a) 



Pj(m) = (- qy "2q N 0i (±) • V+P.fr), 



n=0 



(38. b) \Vtl>Pn^) = 1 --- q -q N ^(-qyOjQ^PAm). 

Den Formeln (37. a, b) stehen nun andere zur Seite, die sich aus 
ihnen leicht ableiten lassen durch Differentiation nach r. Wollte man 
eine solche Differentiation nach r ausführen bei beliebiger Lage des 
Punctes (r, m 7 <p), so würden, ausser r selbst, gleichzeitig auch # und 
l& sich ändern. Einfacher gestalten sich die Dinge, wenn jener Punct 
auf der gegebenen Kugelfläclw (r), oder wenigstens derselben unendlidi 
nahe gedacht wird. Denn alsdann wird eine kleine Aenderung von r 
nur das <&, nicht aber das /& afficiren. Bei der genannten Lage des 
Punctes ergiebt sich also z. B. aus (37. a) durch Differentiation nach r: 

(f.) jE^Pj(m) = (- llqy 2?0i (-L) • L n P n ((i), 

wo L n die Bedeutung hat: 

Hieraus folgt, weil i> = (r* + c~ 9 — 2jt) und -?- = — ^- ist [(33.) 
p. 109]: 

oder, falls man den Werth # = r wirklich eintreten, mithin <r~* in 

1 

2a 



e - "* = q übergehen lässt, und überdiess für den aus (2.) p. 300 



resultirenden Werth tttt-- — »; substituirt: 

H(\ — q*) 
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a. 1. />» — 2Ä « -f Ä(1 _ ff2) ivg . 
Dies in (f.) substituirt, erhält man: 

(g.) ^(»M-«)^-!-^ »«* V* *• 00+ r^i -So.' Na'tVtP. 0»)), 

wo zur augenblicklichen Abkürzung das Argument — der Function 

unterdrückt ist Bei eben derselben Bezeichnungsweise aber ist nach 
Formel (38. a): 

(h.) Pj(m) = (- qy 20iq N V^P n ^). 

Multiplicirt man jetzt die Formeln (g.) und (h.) respective mit 1 und 
£, und addirt, so erhält man die erste der beiden folgenden Formeln: 

(39. a) y^W-T^^^ä'O^i)*^?.^), 

(30. b) |^^p.(^) = ^( 1 -- 9, ) 8 .^j(- ä yo; (^)p>W; 

wo «7 zur Abkürzung steht für j + -J-, ebenso wie JW für n + £• Aus 
(39. a) ergiebt sich (39. b) sofort durch Umkehrung, mittelst des Satzes 
(35.), (36.). 

Bemerkung. — Das Flächenelement dö der gegebenen Kugel (r) 
hat den Werth: 

da — R 2 dmd<p — - ~£ --*, [vgl. (32.) p. 108J. 
Nach (2.) p. 300 ist aber 2a = Ä( -~ q%) . Somit folgt: 

(40.) £= dw ^ = (l^*Ä 

Multiplicirt man jetzt die Gleichungen (38. a), (39. a) und (40.) mit 
einander, so erhält man eine Formel, in welcher die ty sich fortheben. 
Integrirt man also diese Formel über alle Elemente der gegebenen 
Kugelfläche, so erhält man mittelst der bekannten Integraleigenschaften 
der Kugel functionen: 

M^)\^;.iKi)]>- 2 *. 



V 
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oder was dasselbe ist: 

w I»-[°-fe)]'-(r4-«- 

Und operirt man andererseits, von (38. a), (39. a) ; (40.) ausgehend, 
genau in derselben Weise, nur mit dem Unterschiede, dass man in 
jenen beiden Formeln (38. a), (39. a) zwei verschiedene Zahlen j } etwa 
j und j x nimmt, so erhält man: 

<« I»" -(s-)<t)-°- 

Diese beiden Formeln (a.) und (/£) repräsentiren aber den schon früher 
gefundenen Satz (32.). Desgleichen führt auch die Multiplication von 
(38. b), (39. b) und (40.) zu keinem neuen Resultat. 

Neue Resultate aber erhält man, wenn man z. B. zwei der Formeln 
(38. b), z. B. 

und VJ,P,(p) = i= *- q'Vi jf (- iYOi (^) • P s (m), 
mit eitiander multiplicirt, überdiess noch mit 

dJ W " (nh»)" dmd<p > [v & 1 ^ ] ' 

multiplicirt, und schliesslich über die gegebene Kugelfläche integrirt. 
Man erhält alsdanu, unter Fortlassung des gemeinschaftlichen Factors 2 n: 



— l 



oder, weil V = 2 (cos ir) — 2ft = 2 ( -^^ jij ist: 



J 1 + 9 .. J S 2j + l x \??/ \32/ 



Die linke Seite dieser Formel hat aber, falls s<n ist, den Werth: 

*. et/') «. (4/). " 

wo Q n die Kugelfunction zweiter Art und w tor Ordnung vorstellt Vgl. 

das Werk meines Vaters: Beiträge zur Theorie der Kugelfunctumcn 

Leipzig bei Teubner, 1878, p. 150. Somit ergiebt sich die vielleicht 
beachtenswerthe Entwicklung: 
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(4..) i<q*K£>^Ii&*«(s)«(s> *"*"■ 

Hieraas folgt z. B. für s = 0: 

W «-(^-^^i-i^Csf)' ^ (E-) P- 303J, 
und, falls man jetzt auch n = macht: 

<*>■> e.('1 : /)-«Iwi^ 

Diese letzte Formel kann sofort verificirt werden. Denn nach der 
Definition von Q -ist bekanntlich: 

Go(*0 = logjir{. ü. s. w. 

Zweite Bemerkung. — Um von der analytischen Bedeutung der 
Transformation8formeln (37. a, b) eine Vorstellung zu geben, will ich 
noch Folgendes bemerken. Man kann die monopolaren Coordinaten 
r, m des betrachteten variablen Punctes leicht durch seine dipolaren 
Coordinaten #, p ausdrücken , und erhält alsdann 



m = 



(i — ß«) — (i + p) (i - M 



wo zur Abkürzung cr~ 9 = und #* = i> gesetzt ist Sulfstituirt man 
aber diese Werthe von r, m in (37. a), so ergiebt sich: 

(44} (P-^^+f)' t> / (i - (?«) - (l + p)_(i - ßr) \ 

(1 - 20p + f) * 



= (-py2o;(l)ß-PM 



eine Formel, in welcher p und beliebige positive ächte Brüche vor- 
stellen, während j irgend eine ganze Zahl bezeichnet Setzt man z. B. 
j = 0, so folgt aus (44.) sofort: 

(45.) -- ==J===. = Tß'P^); [vgl. (E.) P . 303]. 

y\ — 2ßp + fr »»o 

Und diese letzte Formel ist bekanntlich diejenige, welche als Definition 
der Kugelfunctionen P zu dienen pflegt. 
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§ 13. 

Ueber den analytischen Ausdruck und die Eigenschaften der mit 

bezeichneten Functionen. 

Die Functionen oder 0(x) sind von uns eingeführt worden in 
(A.), (B.), (C), (L>.) p. 302, mittelst der Entwicklung: 

wo ß einen beliebigen ächten Brach vorstellt. Von dieser Definition 
aus wird also der analytische Ausdruck der Functionen 0(x) zu eruiren 
sein. Wendet man die Reihe (1.) un auf den Specialfall x = 1 , ao 
ergiebt sich sofort: 

(1. a) 0J(1) = 1. 

Und ebenso ergiebt sich für den Specialfall x = 0: 

(l. b) o % iP) = r - 2 -j = nwffw " 

Was den allgemeinen Fall betrifft, so kann der in (1.) auf der 
linken Seite stehende Ausdruck /' offenbar auch so geschrieben werden: 

f— 1 ^-NY 

/ ! _ ß \ ! _ ß ) i 
oder auch sg: 

' = r^p V + 1 - ß) ' 

oder auch so: 

oder, falls man mittelst des Binomischen Satzes entwickelt, auch so: 

w t - x Li - v + i (i - ?) a + """l r2~ (i - 0» + * ■ -J- 

Nun ist aber: 

v-p =1 + ^+ <*' + +F+-- 

( r_l w .= «+^ + 3/i 8 + + ' + > + ••• 

u-^-p,. = i + ^ + W + ■ ■ ■ + ° + ^+ 2) /** + •• • 

etc. etc. etc. 



('•»•) 
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Substituirt man dies in (3.), so erhält man eine nach Potenzen von ß 
fortschreitende Entwicklung des Ausdruckes von f. Auch bemerkt man 
sofort, dass in dieser Entwicklung der Coefficient von ß J , d. i. [nach 

(1.)] die Function Oi(x) den Werth besitzt: 

(4.) Oi{x)=x*[l + \^y+ n ^«^^y* + 

«(n - 1 ) (n - 2) (j + 1) (j + 2) (j + 3) . , # 1 
' 1-2-3 1-2-3 y ' J 

Setzt man also iiach Gauss: 

(5.) F{«,ß,y, y ) = l + ^ .J jr + =«Lt«{ffi+«yi + ... 

so hat man: 

0£(*)- a fF(-H,j+l > 1, -y), 

oder, falls man für 1/ seine eigentliche Bedeutung [vgl. (2.)] substituirt: 

(6.) Oi(x) - *" 2-' (- n, j + 1 , 1 , ?JZJ) • 

Mittelst der in Gauss' gesammelten Werken Bd. III, p. 218, Nr. [92.] 
gegebenen Transformationsformel kann dieser Ausdruck (6.) auch in * 
folgende Gestalt versetzt werden: 

(7.) Ol(x) = x* +i+l F{n + 1 , j + 1, 1, 1 - x). 

Unterwirft man endlich diese letzte Formel der am genannten Orte 
auf p. 213 in Nr. [87.] angegebenen Transformation, und nimmt man 
dabei Rücksicht auf die dortige Formel p. 148, Nr. [54], so erhält man: 

(8.) Oi(x) - £§£^ *(-»,- 3, - [n + j\ , *), 

wo z. B. das T7(w) = 1.2.3. 4... . n, und T7(0) = 1 ist. Aus (7.), 

wie aus (8.) ersieht man, dass Ol(x) = 0$(x) ist; was in Ueberein- 
stimmuug steht mit der schon früher bei (D.) p. 303 gemachten Be- 
merkung. — Mittelst (8.) ergeben sich, falls man n successive = 0, 
1, 2, 3, . . . setzt, die Formeln: 

r y/,A _ Q'+i)(i +8)(J+3) ojQ'+i)(i+8) r , oü-i)ifrHLj U-VU-VJ^ 

sW = 1.2.3 1-2-3 ' 1-2-3 1-2-3 > 

etc. etc. etc. 
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Bringt mau ferner auf den Ausdruck (7.) die in Gauss' Werken 
Bd. III, p. 130 in Nr. [1.] gegebene allgemeine Formel in Anwendung, 

so ergiebt sich für die Function Oi(x) folgende recurrente Eigenschaft: 

(10.) [(* +j + 1) + (» -j)*]Ol(x) - (n + l)Ojf i(«) + nxOLi(x), 
eine Formel, die durch etwas andere Anordnung der Glieder auch 
folgende Gestalt annimmt: 

(11.)- nz[Ol(x)- &^i(x)]-(n+l)[OU^ 

Ausser dieser recurrenten Eigenschaft haben aber die Functionen 
noch merkwürdige andere Eigenschafben, die sich aus der Gauss'schen 
Abhandlung, überhaupt aus der allgemeinen Theorie der hypergeome- 
trischen Reihe nicht direct entnehmen lassen. Es gelten nämlich 
folgende Sätze: 

Setzt man: 

(12.) A^ p =^(£j 0{(x)0> p {x), . 

so wird: 

(12- a) An-lhx 

sein, wäJirend alle übrigen A HlP verschwinden. 
Setzt man ferner: 

(13.) B^ = 2fi (i)' Ol (x)OUx), 

so ergiebt sicli: 



>=o 



(13. a) 






während alle übrigen B n , p gleieli Null sind. Es verseliwindcn also sämmt- 
liclte Grössen B n , p mit Ausnahme derer, bei denen die Differenz der beiden 
Indices oder 1 ist. 
Setzt man ferner 

(14.) C^ = 2/ (0 Oi (x)0 J ,,(x), 

so wird man finden, dass sämmtliche Grössen C^p verselhwindcn, mit 
alleiniger Ausnahme derer, bei denen die Differenz der beiden Indices 
oder 1 oder 2 ist. U. 8. w. U. s. w. 

Der Beweis des Satzrs (12.) ergiebt sich sofort aus der früheren 

Formel (32.) p. 306, falls man dort q* = — setzt, und zugleich be- 

achtet, dass O nj = J n = 0) ist, vgl. (D.) p. 303. 
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Auf Grund dieses Satzes (12.) ergiebt sich sodann aber der Beweis 
des nächstfolgenden Satzes (13.), unter Anwendung der recurrenten 
Formel (11.)- Nach dieser ist nämlich: 

(x - l)jOi(x) = (nx + n + l)Ol(x) - nxOLi(x) - (n + 1)ü£h(*)- 

Multiplicirt man nun diese Formel mit l—J O p {x), wo p eine beliebig 

gewählte ganze Zahl vonstellt, und summirt sodann über /= 0, 
1, 2, 3 ; . . . oo, so erhält man, unter Anwendung der in (12.), (13.) 
eingeführten Bezeichnungen: 

(a.) (x — 1) B H , P = {nx + n + \)A^ P — nxA n - hP — (n + l)A*+ tfP . 

Hieraus folgt z. B. für n = p — 1 , und mit Rücksicht auf den schon 
bewiesenen Satz (12.): 

ferner für n = p: 

(x - l)B PiP = (px -f- p + l)A PiP , 

oder, falls man für A P}P seinen Werth (12. a.) einsetzt: 
\ß-) Bp—hp = (3. __ iy ) 

w ^,p (a . _ t y — • 

Diese Formeln (ß.) f (y.) sind aber *die in (13.a.) angegebenen. Ueber- 
diess ergiebt sich aus (a.), dass diejenigen Grössen B^ py bei denen 
die Differenz der beiden Indices nicht oder 1, sondern > 1 ist, 
sämmtlich verschwinden. Q. e. d. 

In analoger Art wird sich nun ferner aus dem Satze (13.) der 
Beweis des Satzes (14.) ergeben. U. s. w. 

§ 14. 
Ueber die Convergenz der angewendeten Reihen. 

Es fragt sich z. ]$., ob die für die A aufgestellten Reihen (34.) 
p. 307 convergent sind. Um auf diese Frage näher einzugehen, sind 

die Werthe der Functionen 0(x) für das Argument x = — in Betracht 

zu ziehen, also für ein Argument x, welclies > 1 ist 

Substituirt man in der als Definition der 0(x) dienenden Formel 

a) ( \~-T) n i~-ß = #(*) + />#(*) ■■■+ß > oi(x)+... 
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au Stelle des willkükrlich zu wählenden ächten Bruche» ß den Aus- 
druck ße it P ) wo i = Y — li so erhält man: 

(2 ° (T^)V^" Ä( * )+ ^ Ä( * ) ""+^ al( * )+ "* 

Multiplieirt man jetzt diese Formel mit e~^dq> und integrirt Ober 
q> = . . . 2», so ergiebt sich: f 

(3.)' /**(.) = - 1 r (±zjb!+) n *2* 

und folglich 



o 



2/r 

*b*(ß J OL(x))< ^jMdtp, 





wo Jf den Modul des in (3.) unter dem Integral befindlichen Ausdruckes 
vorstellt. Da nun ß } x und <p reell sein sollen, so ist z. B.: 



mod [ 1 — ß e itp ] = Vi}— cos 9>)* + (0 sin y) 2 = }/ 1 — 2 /S cos <p + 0* ; 
und demgemäss erhält man: 

(4.) abB(^0$(*)) < - 1 - 7 \l=* 9*«»* + ?*' ]? ^ 

v / vr »v ^ ^ SÄt ; [_ l-20co89 + ß» J yT^J/Jcoi 



- . ,.._., . CO89 + P» 

In dieser Formel kann, ebenso wie in den früheren Formeln, für ß 
jeder beliebige ächte Bruch genommen werden; und von dieser Erlaubnis» 
soll sofort Gebrauch gemacht werden. 

Der in (4.) in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck, tvelcJier 
seiner Natur nach stets positiv ist } kann auch so geschrieben werden: 

. (x - 1) \(x +1)- 2ßx COS qp] 

X ~~~ 



1 — 2(3 cob 9 + ß* 

X + 1 

oder falls man ß = — ^— macht, auch so: 

itX 

a _ (* — *) (* + *) (* — cos y) 
1 — 2p cos 9 + ß* 

Hält man also fortan fest an dem eben genannten speeiellen Wcrthe 
von ß } und beachtet, dass x > 1 sein soll, so wird der stets positive 
Werth jenes in der eckigen Klammer enthaltenen Ausdrucks noth- 
wendig kleiner als x 2 sein. Demgemäss folgt aus (4.) a fortiori: 

(b.) abs (ß J Oi(x)) < — f(x*fi- r -. , d ?_ - . 

J Vr W/ 2w J V J yi - 2 ß cos 9 + (3* 
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Und diese Ungleichheit wird noch weiter verstärkt werden, wenn man 
für die im Nenner stehende Quadratwurzel ihren kleinsten Werth, 
1 — ß substituirt Also ergiebt sich: 

(6.) abs OJ'O'C*)) < f/f+*- J !^, 



X -f- 1 

oder falls man für ß den vorhin erwählten Werth -~- — wirklich 
einsetzt : 

(7.) .".'('XÄ©"^,)'- 

Diese Formel (7.) ist mithin (/ültig für jedwedes reelle Argument x y 
welclies > 1 ist. 

Um. den Satz (7.) auf die anfangs erwähnte Frage anzuwenden, 

l 
ist x = — zu setzen. Alsdann ergiebt sich: 

qq © 

und ebenso, wenn man statt n irgend welche andere ganze Zahl p 
nimmt: 

w *■<*(£) <rM7rCf?y- 

Aus (8.), (9.) folgt sofort: 

da, ^o'Q^^^Ti^', 

oder was dasselbe ist: 

wo Qi p einen nicht näher bekannten ächten Bruch vorstellt. Substi- 
tuirt man nun diesen Ausdruck (11.) in die für AJJ gefundene Reihe: 

(12.) ^=-(l-^|S^Ö^)' [P- 307 ^ 

so erhält man: 

Hieraus aber ersieht man, dass die Reihe convergirt. Denn q ist ein 
positiver ächter Bruch; und Gleiches gilt daher auch von * „ . 
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§ 15. 
Wiederaufnahme des Chwolson'schen Problems. 

Die Behandlung des Chwolson'schen Problems giebt für die un- 
bekannten Constanten A ny B n zwei Systeme von Gleichungen, deren 
Auflösung auf abschreckende Schwierigkeiten stösst; wie im Vorher- 
gehenden hinlänglich gezeigt ist. Doch bietet sich zur Absolvirung jenes 
Problems fast von selber ein gewisses sticccssivcs Verfahren dar, bei 
welchem jeder Schritt mit Hülfe der schon vorhandenen Mittel wirk- 
lich ausßihrbar ist. Ich werde dieses successive Verfahren zunächst 
im Allgemeinen angeben, und sodann auf die Ausführbarkeit der ein- 
zelnen Schritte specieller mich einlassen. 

Gegeben sind die beiden Kugeln $ und $ mit ihren magnetischen 
Constanten x und x , oder A und A , und ausserdem das inducirende 
Potential V. Man denke sich zuvörderst dasjenige Potential £1 berechnet, 
welches durch V in der Kugel $ inducirt werden würde, falls Ä gar 
nicht vorhanden wäre; und andererseits auch dasjenige Potential Dj, 
berechnet,- welches durch V in $ inducirt werden würde, falls Ä nicht 
vorhanden wäre. Diese D und D entsprechen alsdann den Gleichungen: 

(A.) |£ -f (1 + A) |£ + A 4£ = 0, [A = 4**, vgl. (2.) p. 283], 

(A,) a ^ + (l + A )^ + A n ^ = 0, K = 4** ], 

wo die n die äusseren, die v die inneren Normalen der beiden Kugel- 
oberflächen vorstellen. 

Das V ist beliebig gegeben. Und für jedes beliebig gegebene V 
können also die soeben definirten Potentiale Q und O berechnet werden, 
entsprechend den Gleichungen (A.) und (A^.). Jetzt bezeichne man mit 
9t denjenigen Werth, welchen D annehmen würde, falls F=D wäre, 
und mit 9t den Werth, welchen D annehmen würde für F=D. 
Diese 9t und 9t entsprechen alsdann den Gleichungen: 

(B.) » +( i + 1) w+a^.o, 

(B„) ^ + (1+^ + ^ = 0. 

Jetzt bezeichne man, zurückgehend zu den Formeln (A.), {A^), 
mit © den Werth, welchen D annehmen würde für V = 9^, und mit 
© den Werth, welchen Q annehmen würde für F=9t. Diese © 
und © entsprechen alsdann den Gleichungen: 
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(CO Ü + (i + *)4? + A i& = > 

(C .) ^ + (H-A ).^ + A |5 = 0. 

U. s. w. U. s. w. Aus dieser Definition von Q, Q , 91, 9ft , ©, €> , etc. 
folgt übrigens sofort (vgl. den Satz p. 275), dass Q, 91, ©, etc. als Po- 
tentiale gewisser Ober/lächenbelegungen der Kugel $, und Q, , 9ft , €> , etc. 
als Potentiale gewisser Oberflächenbelegungen der Kugel Jf angesehen 
werden können. 



(i.) 



Versteht man jetzt unter Q und Q die Summen: 

Q =D +9» +<3 +2: H 

<? = O + 9t„ + © + % + ■ ■ -, 

so folgt durch Addition der Gleichungen (A.), (B.), (C), etc. sofort: 
(2.) U + (i- M )-JJ + i»(' r +«.).o i . 

und andererseits durch Addition von (A .), (B .), (C .) etc.. 

(2,) ?ft + ( i + i-) ^ + v ?i?:±«.a 

Und diese Gleichungen (2.), (2 .) zeigen, dass Q und Q die eigentlicJi ge- 
suchten Potentiale vorstellen, welclie durch das gegebene V in den beiden 
Kugeln inducirt werden. [Vgl. den Satz p. 283.) 

Was nun die Ausführung der einzelnen Schritte, nämlich die 
successive Berechnung von Q, 91, €>, X, . . . und Qq, 9t , €> , % 07 . . . 
betrifft, so kann man dabei, falls man die dipolaren Coordinaten zu 
benutzen für gut findet, nach der Vorschrift des § 11 (p. 296—300) 
verfahren. Man hat alsdann zuvörderst die den beiden Kugeln S und 
$ zugehörigen Constanten q und q 0f deren geometrische Bedeutung 
früher [in (ö.) p. 205] angegeben wurde, zu berechnen. Sodann hat 
man die den Kugeln zugehörigen Constanten A, - welche für S mit 
A, für $ mit E bezeichnet werden mögen, zu berechnen mittelst 
der Formeln: 



(3.) 



*~<i-rt^2#,**(f,)<*(s). 



S0O 



E" 



— ('-^jM^^Ms)' 



[vgl. (14.) p. 300], wo * = —-j- und S = j-^ry ist [(18.) p. 278]. 
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Dies ausgeführt gedacht, bestinimep. sich alsdann z. B. die Coeffi- 
cienten A des Potentiales Q aus den Coefficienten A des gegebenen 
Potentiales V mittelst der Gleichungen 

(4.) An = AS Ao + A? \ + A5 A, + • • • [vgl. (12.) p. 299]; 

und in ähnlicher Weise werden sich andererseits die Coefficienten des 
Potentiales Q aus denen des gegebenen Potentiales V bestimmen 
mittelst der E's. 

In ganz ähnlicher Weise werden sich sodann die Coefficienten der 
Potentiale 9t und 9^ aus denen der Potentiale Q und Q bestimmen 
lassen, und zwar unter Anwendung ebenderselben Constanten A und E. 
U. s. w. U. s. w. 

Diese Methode des successiven Vcrfcdirens ist jedenfalls ihrem Princip 
nach eine sehr einfache. Auch dürfte es wohl keinem Zweifel unter- 
liegen, dass bei der praktischen Anwendung dieser Methode der hier 
angedeutete Gebrauch des dipolaren Coordinatensystems empfehlens- 
werther ist als etwa der alternirende Gebrauch zweier monopolaren 
Coordinaten Systeme. 
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